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Deformacije (kinemati¢ne enacbe)
Napetosti (ravnoteZne enacbe)

O objektivnosti tenzorjev
Enacbe snovi (konstitucijske enacbe)
Linearizacija

AN e

Princip virtualnega dela (PVD) in princip virtualne moc¢i (PVM)

1. Deformacije (kinemati¢ne enacbe)

1.1. Materialni in prostorski opis gibanja in deformiranja
telesa
1.1.1. Materialne ali telesne koordinate

yo = xg, L= xg. (1)

1.1.2. Nedeformirani bazni vektorji

D T S S S S
€1 =é,é=¢,ine; =é,.

1.1.3. Pomiki

Pomike v smereh é;, &> in &; oznadimo z u, v in w. Lahko
jih izrazimo v materialnem ali v prostorskem opisu.

1.1.4. Prostorske koordinate
X=x = x? +u,
y5x2=x(2)+v, 2)

z5x3:x2+w.

1.1.5. Materialni opis
0 .0 0
X (x,,xz,x3) =X

0 .0 .0 0 0 .0 .0
X2 (x,,x2,x3) =X, + v(x],xz,x3), (€)]

1.1.6. Prostorski opis
x ey, X2, x3) = X = 0 (xp, X2, %3)
x5 (x1, X2, %3) = X3 — ¥ (X1, X2, X3) )

0 ~
X3 (X1, X2, x3) = x3 — W (X1, X2, X3) .
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1.1.7. Deformacijski gradient F (materialni opis)

ox1 dx % ox Ox Ox
0 o 0| |am v 7m
axy 0x 0| |y by Gy
(9x? 6x(2) 6x(3) Oxo %yo 070
dxy Oxy O )0z Oz 0z)
10x0  ax9  a9x Oxo Oy 0z

1 2 3
IR VA )

(9)(() Byo (9Z()
T R
B axo 6y0 (920 -

o dw ow
(9x0 6y0 620

Opomba: Nekateri deformacijski gradient definirajo s tran-
sponirano preslikavo F7 .
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1.1.8. Inverz deformacijskega gradienta F~' (prostorski

opis)
90
Fl=—
or
6)66 6)68 (9)68 Ox 6y 0z
_|9x 9x; dxy| {90 9o 9y
lox; dx, oxa| |0x 9y oz
o'bcé 6x§ 6x§ 9z 0z 020 ©6)
(9_)61 (9_xz 3_)63 ox Oy 0z
[ | — Oit Oit oii
0x dy 0z
| oy | - ov o | Vi
| oox Oy 0z | u.
L Ox ay 0z
1.1.9. Deformirani bazni vektorji g; in 6,-
Izhajamo iz enacb
_;’Z deigi = de?gi’
Lo S @)
=3 dx e =" dxd,
upostevamo zvezo
Ir = F dr® ®)
in dobimo
g§i=Fé, (9a)
5= F'é. (9b)
1.2. Cauchy Greenova tenzorja
1.2.1. Levi Cauchy Greenov tenzor C (materialni opis)
C=F"F. (10)
1.2.2. Desni Cauchy Greenov tenzor B
B=FFT. (11)

V prostorskem opisu najprej izraunamo inverz B! po
enacbi

Bl'=FTF! (12)
1.3. Polarna razcepa deformacijskega gradienta
1.3.1. RU razcep deformacijskega gradienta F
F=RU, (13a)
U=VC=VFTF = sqrtm(C) MATLAB, (13b)
R=FU". (13¢c)

1.3.2. VR razcep deformacijskega gradienta F

F=VR, (14a)
V=+VB=VFFT = sqrtm(B) MATLAB, (14b)
R=V'F (14c)
Zveze med preslikavama U in V:
U=R"VR, (15a)
V=RUR". (15b)
1.4. Spremembe dolZine, povrsine in volumna
1.4.1. Sprememba dolZine
Sprememba dolZin vektorjev da® in da:
ds* = da - da = da® - C da, (16a)
ds°)? = da" - da® = da - B~ da. (16b)
1.4.2. Sprememba povrsine (Nansonova formula)
Sprememba povrsine dS° ploskve z normalo nd
dSit=dS =JFTdSO=dS°JF 0. (17a)
1.4.3. Sprememba volumna
Sprememba volumna dV°:
dv =Jdv. (18a)

1.5. Tenzorji deformacij

1.5.1. Green Lagrangev tenzor E

Green Lagrangev tenzor E (velikih deformacij v material-
nem opisu)

1
E=3(C-D (192)
1 T
= 5(F F—I) (19b)
_ 1 0- 0 - 0—»T 0 -
—E(Vu+(V i) +(va) (v )) (19¢)
1 =5 2 -
E; 5(g,A- gi-¢e-e) (19d)
10w Ou;j Ouy Ouy,
= - | =+ sy 19
2 [6)C9 Bx? T 6x? 6x(; (19)

1.5.2. Euler Almansijev tenzor e
Euler Almansijev tenzor e (velikih deformacij v prostor-
skem opisu)

e= %(1 - B (20a)
1 -T -1
=3 (1-FTF") (20b)
= % (Vi + (Vi) = (Vi) (Vid)). (20c)
1({0u; Ouj Ouy, Ouy,
= — Ly 20d
‘=3 0x;j " Ox;  4- Ox; Ox; (20d)



Zveze med Green Lagrangevim tenzorjem E in Euler Al-
mansijevim tenzorjem e:

E=FT¢F,
e=FTEF

21a)
21b)

1.5.3. Tenzor majhnih deformacij €
Green Lagrangev tenzor £ (majhnih deformacij v material-
nem opisu)

€= %(F+FT -2 (22a)
_ 1(V°ﬁ+ (voﬁ)T) (22b)
5 .
1 Ou; (91/{]'
== | — + —=|. 22
Eij 2 (Bxg * (9x?] (22¢)

1.5.4. Tenzor rotacij (psevdorotacij) w
1.6. Pomembne deformacijske koli¢ine

1.6.1. Specificna sprememba dolZine
Specificna sprememba dolZine v smeri enotskega vektorja
n® = ¢, (materialni opis):

50
D=9 _ TR -,

750 (23a)
=\ -Cnd - 1. (23b)
Velja zveza [1],[2]
DZ
Epy = Dy + =24 24)

2

1.6.2. Sprememba pravega kota

Sprememba pravega kota med vektorjema a® = %10 in

2 () - . . .
b0 = b'm® (materialni opis):

Daber):e‘)—e:g—e, (252)
2E,
sin(Dgy) = ’ ., (25b)
\/1 +2E,, \/] +2Ep,
D .0
sin(Dyp) = n-Cm (25¢)

- - - -
\/nO-Cn0 \/mO-CmO

1.6.3. Stretch (razteg ali skritev)
Stretch (razteg ali skréitev) A v smeri enotskega vektorja
mo:

1
= : S — 26
ds® Vi - Bl (26)

S
kjer sta enotska vektorja 771 in m® povezana z enacbo

i = Fm. Q7

1.6.4. Glavni raztegi ali skrcitve
Glavne raztege ali skrcitve 4; in pripadajoce glavne smeri
-

(v materialnem opisu) m? dobimo kot lastne vrednosti in
lastne vektorje iz enacb:

(c-21)m =0, (28a)
(F"F-221)ml =, (28b)
(UTU-21)m =3, (28¢)

(=21 ml=W+4D U -4Dm =0, (28)

U =41y m =0. (28e)

Predelava enacb za razteg v prostorskem opisu: Iz enacbe
(27) dobimo

md = AF ' (29)
V enacbi (28b) upoStevamo zvezo (29) in nato pa po-
mnoZzimo enac¢bo (28b) Se z leve z F in dobimo

(FF" - A7 1) rii; = 0.

Glavne raztege ali skréitve 4; in pripadajole glavne smeri
(v prostorskem opisu) 73; dobimo kot lastne vrednosti in
lastne vektorje iz enacb:

(B- A7 1) ni; =0, (30a)
(FF" - 221)i; =0, (30b)
(Vv - 221)i; =0, (30¢)

(V2= A7 1) it = (V + 4 ) (V = A1) ity = G, (30d)

(V= A;1) it; = 0. (30e)

Zveza med pripadajoCimi glavnimi smermi (v materialnem
-
opisu) m? in in pripadajo¢imi glavnimi smermi (v prostor-
skem opisu) #i;:
0
Rm, (31a)

(31b)

B
[

mo
I

RT ..

3.

Enacbi (28e) in (30e) sledita neposredno iz enacb (28d) in
(30d) ob upostevanju pozitivne definitnosti (nesingularno-
sti) preslikav U in V.

1.7. Osnovni pojmi tenzorske algebre

1.7.1. Operacije nad tenzorji
Nekaj operacij nad tenzorji: (A in B sta tenzorja 2 reda)

() (AA)ii = A(Ai), (AB)il = A(Bi),
(+) A+B)ii=Aud+ Bii,
(T) V- (ATid) =it - (AV),

(tr) tr(A) = I, I? je prva invarianta tenzorja A (vsota
diagonalnih ¢lenov v matriki [A;;]).

() A: B =tr(AT B).



1.7.2. Tenzorski produkt vektorjev

S predpisom

#@®

)

= ()

s

(32)

definiramo linearno preslikavo z imenom fenzorski produkt

vektorjev i ® V.

Nekaj lastnosti tenzorskega produkta:

@OV (@P+%) = a@@NW+@eN (33)
(@i+BHOW = a(@e@W)+BFOW), (33b)
@RN(WRD = (VW) (@), (33¢)
w@ev) = i-7 (33d)
Ay=8-Ad;— A=) A;@®d), ()

ij
A:B = ) AyBy, (33f)

ij

A:(@®V) = i-AV=(@@®:A, (339
@V : (WD = @ W)FE D) (33h)

Naj bo

Potem velja

1.8. Spektralni razcep simetricnega tenzorja

1.8.1. Izrek o spektralnem razcepu

Izrek o spektralnem razcepu: Naj bo S simetricni tenzor.
Tedaj obstajajo trije ortonormirani lastni vektorji 77; in tri
realne lastne vrednosti A; (ne nujno razli¢ne med seboj).
Potem imamo tri moZnosti:

[ /11 < /12 < /131 S = Z?:l /l,' (I’I—’il®n—’i,)

e L1 # b= S = (M) +A (I-( ®my)).

0/112/122/132/15 S =Al

1.8.2. Spektralni razcepi tenzorjev deformacij
Spektralni razcepi tenzorjev U, C, V, B, E in e:

3
U= Zni m? ® m?),

(34a)
i=1
3
C= Z 2 (m @ md), (34b)
i=1
3
V= Z A (1it; @ 1ity), (34¢)
i=1
3
B= Z 22 (1it; ® 1ity), (34d)
i=1
1 3
E=3 D@ -1 emd), (34e)
i=1
3 2
1 (ﬂ' B 1) — —
e=3 )~ i) (34D)

1.8.3. Razcep deformacijskega gradienta
Spektralni razcep ne obstaja. Obstaja pa spodnji razcep de-
formacijskega gradienta F:

3
F = i omd),

(35
i=1
1.8.4. Posploseni tenzorji deformacij
Posploseni tenzorji deformacij:
1 3 - -
E® = =" (4 = 1)(md @mD), (362)
=
13
" = = (1= A7) (s @ 1), (36b)
=
1.9. Materialni odvodi po casu
1.9.1. Materialni odvod funkcije f po casu
Df _ afd0) _
DT o d 4D
rﬁ:const
1.9.2. Lokalni relativni odvod po casu
0 Af (7t
of _ ofin (38)
ot ot P=const
1.9.3. Hitrost delca telesa
2 DF  0F0, 1 .
Wb, py = 20 2 LD =7
Dt or |4
r’=const
R I G} ) 9)
Dt ot R
=const
al’_t)(r_é’ t) 5
= — =Uu
or |y
r’=const




1.9.4. PospeSek delca telesa

s DV vt -
a0 = 5o = V((; ) =V=7  (40)

>

=const

1.10. Materialni odvod funkcije f v prostorskih koordina-

tah
[ = fxit) = fOalx, 0,0 “n
Df  Of(n(x.0).1)
Dt - at )COZC()nYt
O=con;
_ 0fGan) Ly A D )
ot x;=const 7 axi t=const ot
— af(-xi’ t) + Z af(-xi7 t) :
ot X;j=const 7 19)61' t=const
_of of
T " Z o
(42)
1.10.1. Materialni odvod v operatorski obliki
D 0 o
— = +¥-V. 43
Dt 6[+V (43)
1.10.2. Hitrost delca telesa v prostorski obliki
- D? -
V= E=Zvie,~. (44)
1.10.3. Pospesek delca telesa v prostorski obliki
Dv oV o
2 _ 27 2. V 3
a= == +V-V¥,
Dy v v @
Dt ot ; e
1.10.4. Hitrostni gradient L
ov ﬁv,»
L=—=[Li]=|—]|. 46
e w
1.10.5. Materialni odvod deformacijskega gradienta po
casu
DF  0F(0,1 )
DF _ oF(7.1) —F=LF (47)
Dt ot 3
r’=const
Idejna izpeljava:
DF OF| 0| of 90 or
Dt~ otls dtlp g0 b Ot|s
_ OV OV oF oV (48)

_(9}"6_‘9’?5_3_7
=LF.

1.11. Hitrost deformacijskega gradienta D in spin W

L=D+W. (49)
1.11.1. Hitrost deformacijskega gradienta D
1
D= E(L + L. (50)
1.11.2. Spin W
1 T
W= E(L_L ). D

1.12. Hitrosti deformacijskih tenzorjev

x=con stl.12.1. Hitrost desnega Cauchy Greenovega tenzorja C

C=2F'DF. (52)
1.12.2. Hitrost levega Cauchy Greenovega tenzorja B
B=LB+BL". (53)
1.12.3. Hitrost Green Lagrangevega tenzorja E
E=FT'DF. (54)
1.12.4. Hitrost Euler Almansijevega tenzorja é
o 1o T p-1 |
ezz(B L+L"B )=§B BB . (55)
1.13. Fizikalni pomen D in W
1.13.1. Fizikalni pomen D
A=2it-Dit > (Ind) =it-Dit (56)

1.13.2. Fizikalni pomen W
5 = > - Y /l - /l - -
A+ An=ALn > i= L_ZI = D_EI n+wi,

(57)

1.14. Materialni odvodi nekaterih geometrijskih kolic¢in

1.14.1. Materialni odvod kvadrata elementarne dolZine

D d 2 =4 - - . -
DUS) o g Ddy = 2d50 - Edio, (58)
Dt
1.14.2. Materialni odvod elementarne ploskve
D dS
D@dS) _ givy - 17)ids. (59)
Dt
1.14.3. Materialni odvod elementarne prostornine
D(dV) _ . _ 8\/,'
—p = @iviav = Z a4V (60)



2. Napetosti (ravnotezne enacbe)

2.1.6. Kirchhoffov tenzor napetosti t

2.1. Osnovni pojmi r=Jo
. 5 =FSF"
2.1.1. Rezultanta povrsinske obteZbe . (69)
=T
dF =7dS — F = ffds (61) =PF".
s
2.1.7. Biotov tenzor napetosti Ty
2.1.2. Napetostni vektor £ in Cauchyjev napetostni tenzor T
- Tg=R'P
=R"FS
7=a7 1) RTj =P (70)
=Z‘fff(ef®ei)” dF =RTyn0dSy — R" dF = Tynd dS¢ = d Fs
ij
= Z oij (€ -1)é; (62)  2.1.8. Tabela tenzorjev napetosti
ij o P S simetrija
I I
o= ) 0,608 o —PFT | —FSF" | oc=0"
IZJ: 1y~ J J J
P JoF T FS P+ P’
o ] o ) S |JF'eF T | F'P S =57
2.1.3. Zasuk R - objektivnost tenzorja napetosti (je objek- = To PET FSET p—
tiven) Ty | IRGFT | R'P | RIFS | T5# 7}
> — = _ pl >+
AT =RA—>A=R 7, 2.1.9. Objektivnost tenzorjev napetosti (vsi so objektivni)
r=Rf—>7=R"1", . ,
R o = Qo Q, objektiven prostorski,
f=R't"=clit=cii=cR' " > =RoR " =it Qoo ) P

2.1.4. Prvi Piola Kirchhoffov tenzor napetosti P (PK1)
dF =fdS =oidS =c JF i dSy = Pi’dS,. (64)

.
Pripadajoci napetostni vektor oznaéimo s p® = Pii’. Zveza
-,

med £in p0
- dSO i
= —— 0 65
s P (65)
7 =p@)="Peé
7 =p@)=Pé
A =p"@) = Pé (66)

3
I
TN
:U
™

2.1.5. Drugi Piola Kirchhoffov tenzor napetosti S (PK2)

S=F'p
=F'JoFT" (67)
=sT
Pripadajoci napetostni vektor ozna¢imo s O =$§ . o do-
bimo z obratom
1 T
o=7 FSF". (68)

P* = Q P objektiven mesani,

S* = § objektiven materialni, (71)
=07 QT, objektiven prostorski,
T = Tp objektiven materialni,
2.2. Ravnotezni pogoji
2.2.1. Cauchy
> DV
divo+pb=p— 72
wo+pb=p - (72a)
ali p
i Dyv;
— +pbij=p— 72b
o, pbi=p (72b)
Robni pogoji:
f=oi (72¢)
2.2.2. PKI
divo P + pob bv (732)
iv =p) — a
0 Lo PO D1
ali ap
ij Dv;
ij i
— 4+ po b; = pg — 73b
(9x? pobi=po 7= (73b)
Momentni pogoj:
PFT—-FPT =0 (73¢)
Od devetih enacb so samo tri neodvisne.
Robni pogoji:
P =pPit. (73d)



2.2.3. PK2
DV
divo (I +ViD)S) + pob Po — D7 (74a)
ali
0 (9ui th
— |0+ —1S b; = pg — 74b
B)Cg [( j+ax9] kj]"‘PO = pPo Dt ( )
ali P D
Vi
Ix O(FljSkj)+p0b _pOE (740)
Robni pogoji:
P =FSi. (74d)

3. Princip virtualnega dela (PVD) in princip virtualne
moci (PVM)

3.1. Prostorski opis

N

f=p®-9. (75a)
fo-:(SDdV f - ovds +ff §vdv.  (75b)
Vv N
f o éedV = f £-ouds + | f-oiddv (75¢)
\4 S \4
1 (o5@ (ooit\" ;
5“5(? (a_) ]‘58 ()

3.2. Materialni opis

fP:(SFdV():f ﬁ0~5\7d50+f 2 67dV,. (76a)
Vo N Vo

fS:éEdV‘):fﬁO~5\7dS°+
0 S0

fFS VOspav® = fﬁ“-avdshfff’.(smv“.
VO SO VO

(76¢)
f P:Vosvav® = f 7
Vo S0

61?dS°+ff)-5\7dV0.
VO
(76d)
fs :6EdV°=f ﬁo-éﬁ’dso+f . sitdVP. (76e)
VO SO \/0
1

0 2. svavP. (76b)
Vi

0 = 5 (Vooi" F + FT Voi). (76f)
4. O objektivnosti tenzorjev
4.1. Superpozicija transformacij
F=F,F,. (77a)
R*U*=F"=QF = QRU,
= QOR, (77b)
U*=U.
V*R*=F*=QF =QVR,
= QOR, (77¢)

=Qvo

4.2. Dva opazovalca

4.3. Objektivni odvodi napetosti po casu

4.3.1. Korotacijski ali Jaumannov odvod
Spin
Wr=Q+0owo’
=00"+0oWQ".
Odvod vektorja. Korotacijski odvod
wt—=Whut =) -wrut
=Qu+Qi-Qu-QWu
= (- Ww'" ="
=Qw-Wu=0 u.
Korotacijski odvod
=i — Qu,
W' =Qu.
Odvod tenzorja 2 reda. 1z enacb
t=0A0",
A*=0AQ"+QAQ" +0AQ",
Wr=Q+0owo’
=00"+owQ"
wWro=0+0wW
0=w'o-ow

dobimo Jaumannov odvod

A-WA+AW) =QA-WA+AW)QT,

A=A-WA+AW,
A)=040".

Lastnosti Jaumannovega odvoda

DAA=2AA-2A: (WA +2A4:(AW)=2A

4.3.2. Konvekcijski odvod
=Q+QLQ".
Konvekcijski odvod

A
u=i+Lu

DA



Odvod vektorja.

Odvod tenzorja 2 reda.
A=A+LTA+AL

A'=04 0"

4.4. Objektivni casovni odvodi tenzorjev napetosti

4.4.1. Jaumannov odvod

v
o=c-Wo+oW

(78)
4.4.2. Truesdellov odvod
o=6—-Lo—-oL” +tr(L)o. (79)
4.4.3. Green—Naghdijev odvod
0=6—-RR o+ RRT. (80)
4.4.4. Oldroydov odvod
o=6-Lo—-olL’. (81)
5. Enacbe snovi (konstitucijske enacbe)
5.1. Osnovni pojmi
5.1.1. Princip virtualnih hitrosti
Mo¢ notranjih sil dolocajo izrazi:
f P:FdV°
Vo
f S :Eav® (82)
Vo

fo-:DdV
v

5.1.2. Zveze med deformacijami in napetostmi
Iz gornjih enac sledi, da so naravne moznosti za zveze med
deformacijami in napetostmi takSne:

P = fp(F)
S = fs(E) (83)
o= f(r(D)

Kadar je material nehomogen, so zveze lahko neposredno

odvisne tudi od pozicije delca na telesu:
P = fp(F(),7)
S = fs(EG).7)
o = fo(D(P), 1)

(84)

Zakoni so podani z enoli¢nimi, vendar v sploSnem neline-
arnimi funkcijami.

5.1.3. Specificna deformacijska energija 9

Specifi¢na deformacijska energija

D:sz(f,?):th (85)

je v sploSnem odvisna od obtezne poti delca v Casovnem
intervalu [#1, 1,], t.j. od spreminjanja deformacijskega gra-
dienta na tem intervalu. V tem primeru model materiala
imenujemo Cauchyjev model nelinearne elasti¢nosti.

5.2. Hiperelasticni material

Specificna deformacijska energija je odvisna samo od
zacetnega in koncnega stanja deformacij pri #; in #,. To
pa je mogoce samo, ¢e je odvod deformacijske energije po
¢asu njen popoln diferencial

_aD.

D=P:F=—"—""1:
oF

F. (86)
Od tu dobimo

1):sz(f,?):th:fz%—?dt:Z)(tz)—Z)(tl).

1 1

87
Iz enacbe (86) sledi zveza
0D\ .
P-—|:F=0 88
= (58)
Ker je po predpostavki P funkcija F in i, velja
D = D(F, 7). (89)

5.2.1. Objektivnost deformacijske energije
V delcu # se ob deformaciji telesa nakopici spec. defor-
macijska energija D(F). Na to stanje superponiramo togo
rotacijo Q(f). Pri tem se F spremeni v F* = Q F. Zato se
tudi D spremeni v D = D(Q F) # D(F). To pa je krsitev
objektivnosti, saj se deformacijska energija pri togem za-
suku ne sme spremeniti.
Resitev te zadrege je preprosta. Ker je po polarnem razcepu
F = R U je vse deformiranje vsebovano Ze v raztegu U, ki
pa je hkrati neodvisen od dodanega togega zasuka. Doka-
zali smo zvezo U* = U. Obicajno namesto U uporabimo
kvadrat C = U? ali Green—Lagrangev tenzor deformacij
E=3(C-D.
Specificno deformacijsko energijo lahko opiSemo z
razli¢nimi funkcijami

Dp(F) = Dy(U) = Dc(C) = De(E). (90)
Od tega so samo zadnji trije opisi objektivni. V nadaljeva-
nju razli¢nih oznak za O ne bomo uporabljali.



5.2.2. Dolocitev PK2 iz D(E) in D(C)
Upostevamo zvezo

P:F=S:E 91)
ter
, . . , , 0 .
DF=P:F=S:E=Z)E=Z)=2:E 92)
OE
Iz gornje enacbe neposredno dobimo
0D
S =—. 93
3E 93)
Upostevamo E = 1 € in dobimo e
1 ) . 0D . oD
==8§:C=S:E= 2— 4
D 5 S:C=S8 el :C = 5C - 94)
in od tu 5D
S=2— 95
aC 95)
oD 0D oC _ oD [)Uz_ oD 96)
oU 9C oU  oC U U
5.2.3. St. Venant—Kirchhoffov material
Specificna deformacijska energija materiala je
1
D(E) = 54 (t((E))* + uE : E, 97)

kjer sta E in p materialna parametra. Tenzor S dobimo z

odvajanjem
¢ _ UD(E)
- OE
B l o(tr(E)) OE OFE (98)
= 22/l(tr(E)) 3 +u (aE E+E: BE)

= A(CwE)I +2uE.
ali v komponentni obliki
Sij=AE0ij +2uEij = Cijpy Egg. (99)
in od tu izpeljemo konstitucijski tenzor C s komponentami
(100)

Cijit = 1601 +2u iz 6.

Pri izpeljavi gornje enacbe smo uporabili zveze

atl(;(:)) = a(gi]j) i®8 =06,6;,8,08=6,¢0¢ =1
(101)
oA 0A; o
A 5Ak1 é; ®e,®ek®el 0ij O €,0€,®€,®¢; = 1. (102)
I : A =5ij5klgi®gj®gk®gl F Al ® 8,
=06ij0Améi®e®e®e: é,R8,
= 0ij Okt Amn (€; ® €)) (€ - €p) (&) - €,) (103)
= 0ij Ot Amn (& ® €}) Sim 61 = At (8 ® &)
=A.
iebeced: 20 f=@eb) (@ - -fH (104

Podobno dobimo A : I = A, pri ¢emer uporabimo pravilo

ieb:2edeea f=@e @ -Ab-d)  (105)
Z uporabo enacb
oc=J'FSFT (106)
in
P=JoFT=FS§ (107)

izratunamo Se komponente Cauchyevega in PK1 tenzorja

1
gij = 7FikSkt11F Fu Sim F (108)
Pij = Fy Sy (109)
5.2.4. Objektivnost hiperelasticnih zakonov
Materialni opis:
OD(E™) O0D(E)
t = = =S. 110
S OE* OE S (110)
Prostorski opis:
0_+: J+—1 F+ S+ F+T
DT EDHESHED) (1)

=)' QR S)QF =050

5.3. Hiperelasticni material 7 vezmi

Pri obi¢ajnem hiperelasti¢cnem materialu je C polju-
ben tenzor z mendsebojno neodvisnimi komponentami zato
lahko povzamemo

1 0D\ . 1 0D

(112)
Pri materialih z vezjo pa komponente C niso ve¢ neodvi-
sne in gornji sklep zato ne velja. Zaenkrat obravnavajmo
skalarno vez oblike

p:C—p(C)=0 (113)
Vez odvajamo po ¢asu in dobimo
oD .

/ :C=0. 114

$=2c (114)

Gornjo enacbo lahko pomnoZimo s poljubnim skalarjem
1@ =1 a(t) in dobimo

1 1 d¢p .
—ap==-—a—:C= 11
2a/<p 2a6C c=0 (115)
Iz enacb
1
(ES_Z_ZC)):C:O
L8 (116)
LS
2czaC.C—O
dobimo
1 0D 1 dp
-—|=-a—= 117
(2S ac) 2% (17



Podobno postopamo v primeru vecjega Stevila vezi:
P1:CH(C)=0
: (118)
©n - Cr ‘pn(C) =0

Ker ima C Sest komponent, je vezi lahko najve¢ 6. Podobno
kot v primeru ene vezi izpeljemo enakosti

1 0D\ .
S——]:C=0
(2 ocC )
1 0 )
sa = iC=0,
ac (119)
1 09011 A
E ay 9C :C=0
in od tu neposredno dobimo
1 0D 1 g
=S-—=]= —Q— 120
(2 ac) Zi2 % 4C (120)
oziroma
0D < g
IC & oC (1zh)
5.3.1. Nestisljiv material
V tem primeru se vezna enacba v krepki obliki glasi
p:J—>J-1=0, (122)
v §ibki obliki pa
. aJ .
p=J= :C == J c':c¢, 123
¢ C (123)
kjer smo upostevali zvezo
aJ 1
—=-JCc" 124
oc 2 (124)
Z upostevanjem gornje enacbe dobimo
oD 1
S=2-5+5 aJcCc™! 125
3C (125)

Parameter @ v gorni enacbi moremo povezati s hidro-
stati¢no napetostjo. Cauchyev tenzor napetosti o lahko raz-
stavimo na hidrostati¢ni in deviatori¢ni del

oc=0 +pl (126)
Tenzor PK2 potem lahko zapiSemo v obliki
S=JF'ocF™"
=JF ' (o +pDHFT 127

=JF Yo FT+JF'(pDFT
=S +pJC!

10

S’ ima pomembno lastnost, daje S’ : C = 0.

S":C=tr(CTS)=tr(CS)
=t(FT FJF'o’ FT)
(128)
=Ju(FT o' FT)
=Jtr(c’) =0
Izracunamo vsoto
§:C=8":C+pJCct:cC
— —1
=0+pJt(CC™) (129)
=pJt()
=3pJ
in od tu
1
=-J's:cC
3
1 1
=§J ‘3?+—a./c*1 :C
2 0D 1 (130)
< -l 2 -1 .
=37 3¢ C+6aC e
2 9D 1
=ZJ'=:.Cc+=
37 ac "2

Parameter 1 3 a bi torej predstavljal hidrostati¢no napetost p
v primeru, ko bi bil prvi ¢len 3 J7' 22 : C enak ni¢. Se-
daj sem nam zastavi tole vprasanje Kaksna naj bo fuk-
cija O da bo izraz ‘3%) : C enak ni¢? Odgovor na to
vprasanje je takSen. Funkcijo O zamenjamo s funkcijo
D:Cw- DC) = Z)(J?2 C). Potem lahko pokazemo,
da velja 57 9D . C=0.Vtem primeru velja p = %a/. Vse
skupaj povzamemo v tale rezultat

A

0D
2= 1
S = 6C+pJC

D:CrH D)

(131)
= DJ7 C).

5.3.2. Nestisljiv Neo Hookeov material

Deformacijsko energijo nestisljivega Neo Hookeovega
materiala opiSemo s funkcijo

1
D(C) = FH (tr(C) = 3). (132)
Modificirana funkcija se potem glasi
N 1 -
DC) = FH (tr(J»TZ C)-3). (133)



Potrebujemo odvod

aD©) _ 1 Atr(J7 C) - 3)
oc ~2H aC
1 dJTC: 1)
2 5c
1 (aJ7 AC: D) -
(134)
N ey I T e
"M\ 37 ac ‘
L2 tieeen?
"M 32 ‘ ‘
1 1
:E,UJ3 I—§C Ic],

kjer smo z I¢ oznacili prvo invarianto od C. Od tu neposre-
dno izpeljemo

2 | -1

S=unJ3 I—§C Ic|+pJC . (135)

Z uporabo enacbe o = J~! F S FT lahko po krajsem racunu
dobimo

oc=uJ3F (1— -cllc) FT+pFC'FT

=pJ3F (1— —F‘FTIC) FT+pFF'FTFT

=uJ3 +pl
=o' +pl.
(136)
kjer smo s
=3 1
o =uds (B— 5113) (137)

oznacili deviator. Zapisimo PK2 in Cauchyev tenzor Se po
komponentah: Materialna oblika:

o 1 _
Sy=ulJ3 (5ij—§c,.j1 Ic)ﬁupjcij1 (138)
Prostorska oblika:
O'ijZﬂJ_Tj (Bij_géijIB)"‘p&ij- (139)

5.4. Izotropen hiperelasticni material

Izotropija materiala pomeni, da je njegovo obnaSanje
neodvisno od smeri materialnega vlakna. Posledica te zah-
teve je, da mora biti specificna deformacijska energija od-
visna od koli¢in, ki so neodvisne od smeri, to pa so npr.
invariante tenzorja C.

Ic=tr(C)=C:1
I =tr(CC)=C : C
111 = det(C) = det(FT F) = (det(F))* = J?

(140)

11

Ce je material prost vezi je njegova deformacijska energija
D = D¢, 1, I11c). Napetosti tenzor PK2 lahko potem
izraCunamo po enacbi

0D
S=2—
ocC
0D 0l 0D 0ll, 0D 0l
S R < € (4
olc oC dllc aC olll: oC
0D 0D 0D
=2 —J+4_——C+2—J°C!,
olc . are - T 7 eIl
kjer smo upostevali zveze
ol
s
oC
dl¢c
9le _5 ¢ 142
5C (142)
ol¢c 2 1
— =JC".
oC
Z upostevanjem enacbe - = J~' F'S FT in enakosti
Ic = I,
1lc = 11,
cTr (143)
Il = 111p,

D, e, 1c) = D(Ip, 11, 111p)

moremo tudi tenzor o po krajSem izra€unu izraziti z odvodi
invariant

oD

aly

0D

4D
I
olly

B>+2J )
ollly

oc=2J" B+4J7!

(144)

5.4.1. Stisljiv izotropen Neo Hookeov material
Deformacijsko energijo stisljivega izotropnega neo Ho-
okeovega materiala podaja enacba

1 1
Z)zE/,t(lc—3)—yan+§/l(an)2, (145)

kjer sta A in u materialni konstanti, determinanta J =
V1I1c. Deformacijska energija je torej funkcija prve in tre-
tje invariante C. IzraCunamo odvode

0D 1
al. 2t
4D
— =0, 146
ollc (146)
4D 1
_— - (= 1
il ~ 2 KA
in napetostna tenzorja
oD oD oD
§=2—"1+4—"0C+2 Jrc!
ol¢ * oll¢c T olll- (147)
=pud-CH+a@nsC!
in
0 ) )
U:ZJ‘I—DB+4J‘1—DBz 2J D I
ol olly ollly (148)

M oA
_J(B I)+J(1nJ)I.



Se v komponetni obliki

Sy =ndy+@Ind-wC;, (149)
u 1
Oij = j B,‘j + ‘7(/1 InJ —/.l) 5,‘]‘. (150)

5.4.2. Izotropen hiperelasticni material z aditivno spe-
cificno deformacijsko energijo
Pri nekaterih materialih moremo loceno obravnavati
vpliv volumskih in distorzijskih deformacij. V tak$nih pri-
merih lahko specificno deformacijsko energijo zapiSemo z
vsoto specificne deformacijske energije zaradi distorzijskih
in specifi¢ne deformacijske energije zaradi volumskih de-
formacij.
D(C) = D(C) + UW), (151)

kjer je D(C) = Z)(Jf72 C), U(J) pa specifi¢na deformacijska
energija zaradi volumske spremembe J = det F. Tak$na
funkcija je npr.

UWJ) = %K(J— 1)%. (152)
¢e je J = 1, se volumen ni spremenil in je zato pripadajoca
deformacijska energija enaka ni¢ (U(1) = 0). Sicer pa je v
izbranem primeru kvadrati¢na funkcija od J—1. Konkretno
funkcijo U(J) moramo v sploSnem dobiti za vsak material
posebej s preizkusi, v katerih se preizkuSancu spreminja
samo volumen. Tenzor PK2 izrac¢unamo po enacbi

oD
$=2%¢
oD  _aUu
=2%¢c "%%c
6_Z)+ 6_Uﬂ (153)
ocC aJ oC
D
=2 — Jc!
ac P

A

D
=2 = -1 -1
6C+K(J yJC,

kjer smo ponovno uporabili zvezo ac =1 2J C~ ! in iz pri-
merjave z enacbo (??) Se zvezo aU = p. Z upostevanjem
zveze o = J ' FS FT i 1zracunamo se Cauchyjev tenzor na-
petosti

A

0D
oc=2J'F=F +x(J-DI. (154)

ocC
Kombinacija z nestisljivim neo Hookeovim materialom.

Uporabimo rezultat enacbe (??)

oDC) 1 of 1
- 2,uJ3(I ;C e (155)
in dobimo
_ 1
S=uJ.f(1—§C—11C)+K(J—1)Jc-1, (156)
s 1
0'=,uJ?(B—§IIB)+K(J—1)I. (157)

5.4.3. Izotropen hiperelasticni material izraZen z raztegi

Tako kot invariante Cauchy—Greenovega tenzorja C so
tudi kvadrati raztegov A3, A3, A3, to je lastne vrednosti ten-
zorja C neodvisne od izbire koordinatega sistema. Zato
lahko specifi¢no deformacijsko energijo izrazimo z raztegi
A1, A3 in A3 kar zapiSemo z enacbo

D = D41, Az, B3). (158)

Napetostni tenzor PK?2 izrazimo po enacbi

,0D(C) _, (0D 94 0D 0k

G- , 9D 4D d;
T oc al, 9C 0, aC ‘

"o, ac
(159)
Upostevamo zveze

% = %(m ®m0)
o

aC " 21
03 1
aC 21

1
5 (m2 ® mz) (160)

|
§
®
MS

(161)

1z tega rezultata izlus¢imo glavne napetosti S 4o

0D 1

ar = S5 3 =1a2s3-
o, 4, ¢

(162)

Dolo¢imo Se Cauchyjev tenzor napetosti o

o-:J_lFS FT

(163)

Pri izpeljavi gornje enacbe smo upostevali kinemati¢ne
zveze
a=1,2,3. (164)

Od tu podobno kot v prvem primeru povzamemo glavne
normalne napetosti

=
0 _ -
Fma/ _}'(lm(l’?

1 0D

a0 = T aa 1 o :1,2,3~
Too = Gna,) @

(165)

6. Linearizacija
(3]

6.1. Hiperelasticni material 7 vezmi
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