Vaje iz Nelinearne mehanike deformabilnih teles Studijsko leto 2012-2013

3. Vaja: tenzorji deformacij, fizikalni pomen komponent tenzorjev deformacij,
specificna sprememba dolZine, sprememba pravega kota, povezava s predmetom
Trdnost

Rado Flajs

1. Naloga

1.1. Naloga

1.1.1. Polje pomikov materialnem opisu
Deformiranje tanke stene je opisano s poljem pomikov u v telesnih koordinatah x = x('), y= x(z), 7= xgz

(@) u(x,y,z) = use; +ue, =aye, +axe, = u,=ay, u, = ax,
(b) u(x,y,z) = use, +ue, = —aye,+axe, = u, =—ay, uy, = ax,

(¢) u(x,y,z) = rotacija okrog osi z za kot a,
u(x,y,z) = ((cosa — 1) x —sinay)e, + ((cosa — 1)y + sina x)e,

(d) u(x,y,z) = 10742 x% e, — (x + y)? e, +4ez),

Podatki: a = 107, A(0,0,0), B(1,0,0), C(0,1,0), D(1, 1,0) in E(0.5,0.5,0), T1(10, 10, 0), T»(11, 11,0). Vse razdalje so
v metrih.

Deformiranje tanke stene je podajajo zveze med prostorskimi in telesnimi koordinatami delcev:

(&) x1 = \/gx?+xg, X =2xg, X3 =x(3).

1.1.2. Naloga 1
V primerih (a), (b), (c) dolo¢i:
(a) polje pomikov v prostorskem opisu
(b) deformacijski gradient F

(c) komponente tenzorja majhnih deformacij &;;, komponente Green Lagrangevega tenzorja velikih deformacij E;;,
komponente tenzorja rotacij w;; v kartezicnem koordinatnem sistemu in vektor zasuka w,

(d) tocne vrednosti specificni sprememb dolzin daljic AB, AC, AD in BC in sprememb pravih kotov CAB in CED,
(e) deformirane bazne vektorje g; = Fe;.
(f) specificno spremembo povrSine

(g) glavne normalne deformacije in pripadajoce smeri.

Email address: rado.flajs@fgg.uni-1j.si (Rado Flajs)

Fakulteta za gradbenistvo in geodezijo Univerze v Ljubljani 19. november 2012



1.1.3. Naloga 2
V primeru (d) doloci:

(a) spremembo razdalje med delcema D, in D;, ki sta v nedeformiranem stanju doloCena s tockama 7(10, 10,0) in
T>(11,11,0).

(b) V tocki T; doloci tocno vrednost specificne spremembe dolZzine v smeri 7;7,. KolikSno napako naredis, Ce to
specifi¢no spremembo dolZine izrazi§

(1) z vrednostjo tenzorja majhnih deformacij v smeri 7,75,

(2) s povprecno vrednostjo specificne spremembe dolZine med toc¢kama 7T'; in 7,7

(c) Doloci velikosti in smeri glavnih in normalnih kotnih deformacij v tocki 7.

1.1.4. Naloga 3
V primeru (e) doloci:

(a) deformacijski gradient F,

(b) levi Cauchyev tenzor deformacij C,

(c) desni Cauchyev tenzor deformacij B,

(d) Green Lagrangev tenzor velikih deformacij E,
(e) Euler Almansijev tenzor velikih deformacij e,
(f) polarni razcep deformacijskega gradienta F,
(g) fizikalno pojasni dobljene rezultate.

1.2. Resitev

1.2.1. Polje pomikov v primeru (c)
Z upostevanjem enacbe

u=sinwe, Xr+ (1l —cosw)e, X (e, Xr)
in podatkov

w=a, e,=e;, I=xe.+ye,

e, Xr=xe,—ye, e X(eXr)=—xe,—ye,
lahko pomik zapiSemo z enacbo

u=sinae,Xr+(l —cosa)e, x (e, xr),

= (=x(1 —cosa) —ysina)e, + (xsine — y(1 — cos a))e,
oziroma po komponentah

uy=-x(l-cosa)-ysina, u,=xsina-y(l-cosa).



1.2.2. Primer (a): u(x,y,z) =aye, +axe,.
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1.2.3. Primer (b): u(x,y,z) = —aye, +axe,.
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1.2.4. Primer (c): u(x,y,z) = ((cosa — 1) x —sinay)e, + ((cosa — 1)y + sina x)e,.
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1.2.5. Primer (d): u(x,y,z) = 107*Q2 x* e, — (x + y)* &, + 4 €2).
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1.2.6. Primer (e): x| = \/§x(1) + xg, Xy = 2x(2), X3 = xg.
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1.2.7. Komponente tenzorja velikih deformacij E
Uporabimo enacbe [1, enacba (2.53) na str. 200 ] ali [2, enacba (19)]

sl (5 ()
Ewn = = +
6x
E - Bux % 1 6ux Ou, auy Gu) Buz ﬁuz
o ay 2 ax ay 6x 6y 0x 6y
ou, Ou 1 {0u; du 6u Ouy,  Ou, Ou
Ex — X _Z - X X y y Yz Y%z
: (az )+2(8x ax 9 ox az)’
6uy 6ux 2 6uy auz
w = By + _y
3uy 614Z 1 Gux 6ux auy duy  du; Ou,
E,. = ) + == —=|,
ady 2 é)y Bz ady 0z
2
ey )
0z 0z
1.2.8. Deformacijski gradient F
on on om om o om
ﬁx? ﬁxg ﬁxg 10 0 8x? 0xg 6x(3’
P - B o P R -
[Fijl = Bx(l) Bx(z) (9x(3) - 0 0 1 * (9x(1) axg Bxg
XY 8x)  0x) ax9  8x)  ox)
1 a O 1 —a O cosa —sina
(a) b) (o)
[Fijl=|a 1 O}, [Fjl=]|a 1 0, [F ,j]— sina@  cosa
0 0 1 0 0 1 0 0
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1.2.9. Levi Cauchyjev tenzor C = FT F

1+d? 2a 0 1+ d? 0 0
€19 2a 1+ 0|, [C;1Z] 0 1+a o‘,
0 0 1 0 0 1

{1 00 3430

[Cij]@lO 1o, [c,-j](é)[\@ 5 o‘.

00 1 0 0 1

1.2.10. Komponente tenzorja rotacij in vektorja rotacij v kartezijskem koordinatem sistemu (x,y, z)
Z upostevanjem enacb [1, enacba (2.90) na str. 209 ] in [1, enacba (2.99) na str. 210 ]

1 (0uy  Ou,
O T 5(5_67)’
1 {Ouy,  Ou,
or = 3% - 5)
1 (0u; Ouy
Wy, = 5(8_y_6_z)

lahko pisemo
I(Uxx Wyy wxz:! [ 0 (2 —U.)y]
[wifl] =Wy Wy Wy | = |- s
Wzy Wz Wy

W = wye; + wye, + we,.

1.2.11. Komponente tenzorja majhnih deformacij
Z upostevanjem enacb [1, enacba (2.98) na str. 210 ] dobimo

_ Ou,
Exx = ox’
1 (0u,  Ouy
T 5(67 " E)’
1 {0u, OJu,
=35+ )
ou,
&y = 6_y’
1 (0uy  Ou,
w35 %)
ou,
& = e

1.2.12. Komponente tenzorja rotacij in vektorja rotacij v kartezijskem koordinatem sistemu (x,y, z)

Z upostevanjem enacb

1 (Ouy  Ou,
o = 5(5 %)
1 {Ouy  Ou,
Wex = g(a—z—g)
1 (0u; Ouy
Wy, = 5(6_y_6_z)

lahko pisemo
lwm Wiy wm} [ 0 w, —wy]
[wij] = |wyx Wy Wy | =|— >
Wex  Wgy Wy

W = wye; + wye, + we;.



1.2.13. Komponente tenzorja velikih, majhnih deformacij in rotacij

Eo Ey Ec| [5 a 0 £ 00
— i @ 2 ® &
[Eij] = ny Eyy Eyz =la F 0}, [Eij =10 > 0f-
E, E, E; 0 0 O 0O 0 0
Exx  Exy Exc] [0 a O 0 0 O
[Sij] = Syx Eyy Syz (i) a 0 O R [SU] (:) 0O 0 O
Eax &y Ex 0 0 O 0 0 O
Wyx Wyy wxz— [0 0 O , 0 a 0O
[wij] = Wy ©yy Wy @ 0 0 0], [wijl @ -a 0 0].
Wy Wy wz| |00 0 0O 0 O
1.2.14. Komponente tenzorja velikih, majhnih deformacij in rotacij
0 00 1 0 0
[E;1=[0 O O, [gjl=(cosa—1)|0 1 O],
0 00 00 0
0 1 0
[w,-j] =sina|-1 0 O0f.
0 0 0

w = sinae,.

1.2.15. Specificna sprememba dolZine
Obravnavali bomo samo primer (a). Izhajamo iz enacb [1, enacba (2.64) na str. 202 ] ali [2, enacba (23)]. D,o =

VI+2E, — 1 = Eyy = Egq-

D |AB’| — |AB| Vi+a2-1 D E a? 0
= = =Dy R Ly = T REKX=VU,
AB IAB| 1 2

AC' - 1AC] VIt d -1 P
DAC = |AC| = 1 = vy =~ Eyy = 3 =~ gyy = O

Z uvedbo enotskih vektorjev e; = %(ex +ey)ine,; = g(—ex + ey) v smereh AC in BD, komponent Ez = Ey, eéx +

2 _ a2 _ 2 2 _ a :
E,, €t 2E ez esy=a+ 5 in By = Ey, et E,, ey T 2E, ey ep = —a+ 5 dobimo

_JAD'|-|AD| _ V2(1+a)- V2

D = = D ~ E =~ =
AD AD| NG a (73 &R g = 4a,
IB'C'|—|BC|  V2(1—a)— V2
BC BC| N a m ~ Lo = & = —d
1.2.16. Polarni razcep deformacijskega gradienta v primeru (e)
3+V3 3-vV3 0
[Uij]=73—ﬁ 1+3V3 0
V2| g 0 2V2
L 1433 V3-3 0
[Uij]_1 = —\/_ V3-3 3++vV3 0
avel o 0  4V6
[V3+1 V3-1 0

1
[Rijl=——=[1-V3 V3+1 0
2v2| 0 22

(V3+1 V3-1 0

1
[Vil=—=|V3-1 V3+1 0
‘/57 0 0 V2



1.2.17. Sprememba pravega kota
Ponovno bomo obravnavali samo primer (a). Izhajamo iz enacb [1, enacba (2.70) na str. 204 ] ali [2, enacba (25)].
2Eup

D,z = arcsin | ——=—%¢
of VT2 By 112 B35

= 2 Eq.p = 2 £4p. OznaCimo spremembi pravih kotov z Dcap in z Degp. Z upoStevanjem

slike dobimo

sin(Dcap) = sin(2@) = 2 sina cos @
3 2E,, 3 2a
C VI+2E, T+2E, Vit Vi+a®
=Dy ~2E, ~2&,=2a.

2Eg

VI+2Eg \[1+2E,,

Eycegyene + Epyegypen, =010 gy = &y €y €5 + Exy €gx €y + Eyy gy € + Eyy €gy €y = 0. PoslediCno je Dg;, = 0 =2E, =
2 85,].

Spremembo pravega kota CAB zapiSemo z Dy, = arcsin( ) IzraCunamo Eg,; = Eyyezy e + Exy egcepy +

1.2.18. Glavne normalne deformacije v primeru (a)
Glavne normalne deformacije so kar lastne vrednosti matrike [&;;]. To so nicle polinoma

-1 a 0
a -1 0|l=-2%-a>)=-2A-a)(A+a)=0.
0 0 -2

Ay =a=eq,
A =0=¢&p,
/13 = —a = &33.

Smeri glavnih ravnin so doloCene s pripadajoCimi lastnimi vektorji matrike [g;;].
Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti £1; = a resi enacbo

([eij] —enIDx=0

([gijl —alll)x =0
—-a a 0][x 0
a —-a 0/|]|x|=]0].

0 0 —aflxs 0
Splosna resitev gornje enacbe se glasi
x:[a a O]T, 0+a€R.

Izberemo en sam bazni vektor

ki se ujema z vektorjem e.
Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti &5, = 0 resi enacbo

([eij] — e [IDx =0
([e;]-0[IDHx =10

0 a O0f][x 0
a 0 Of[|x|=10].
0 0 Of|x3 0

Splosna resitev gornje enacbe se glasi
T
x=[0 0 |, O#ackr

Izberemo en sam bazni vektor r
e = [o 0 1] ,

ki se ujema z vektorjem e;.



Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti £33 = —a resi enacbo

([eijl —e33[IDx =0

([eij] +allDx =10

a a Of[x 0

a a O0f|x|=10].

0 0 allxs 0
Splosna resitev gornje enacbe se glasi

x=[—a @ O]T, 0+#ac€R.
Izberemo en sam bazni vektor .
_[_.v2 v
sl 2 o

ki se ujema z vektorjem e;,.

1.2.19. Resitev v Matlabu
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