Vaje iz Nelinearne mehanike deformabilnih teles Studijsko leto 2012-2013

5. Vaja: polarni razcep deformacijskega gradienta (prostorski primer), strech (razteg
ali skrcitev), glavni raztegi, spektralni razcep deformacijskih tenzorjev, razcep
deformacijskega gradienta

Rado Flajs

1. Naloga

1.1. Naloga

Kocko s stranico 1 najprej zavrtimo okrog osi &; za 90°. Tako deformirano telo nato Se raztegnemo v smeri & + &, s
faktorjem 1 + a, v smeri &; — &, pa skréimo s faktorjem 1 — a.

Doloc¢i:

e materialni opis deformiranja telesa,

o prostorski opis deformiranja telesa,

o deformacijski gradient F,

e polarna razcepa RU in VR deformacijskega gradienta F ter pojasni dobljene rezultate.
e Tenzorja C in B.

e Tenzorja deformacij E in e.

o Glavne raztege A; in pripadajoce glavne smeri n;? in ;.

o Spektralne razcepe tenzorjev C, B, E,ein ¢ .

e Razcep deformacijskega gradienta F'.

1.2. Resitev

1.2.1. Graficni prikaz deformiranja telesa
1.2.2. VR razcep iz slike
Rotacijo telesa opiSemo z rotacijsko matriko R, ki bazne vektorje &, &, in &; preslika v bazne vektorje &}, &; in —&,.

1 0 0
0 0 —1} (1)

01 O

R =

Koordinate delcev po rotaciji dobimo potem po enacbi

X 1 0 0][x°
yl=[{0 0 —1]]°
Z 01 0|

Zacetno nedeformirano stanje je na sliki 1 oznaceno z zeleno barvo. Zelena kocka se zavrti za 90° okrog osi €; in po
rotaciji preide v rdec¢o kocko. Po rotaciji kocko raztegnemo v smeri | + & s faktorjem a, v diagonalni smeri €; + &, pa
skr€¢imo z istim faktorjem. TakSno deformiranje lahko opisemo s preslikavo

=R [)°|. 2)

X
0

y

2

x = xX’+ay° (3a)
= YWtax, (3b)
= ZO, (3C)
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(a) Prostorski prikaz deformiranja

(b) Tlorisni prikaz deformiranja

Slika 1: VR razcep

Ik | J H-

lahko kon¢no stanje dobimo po enacbi

ali v matri¢ni obliki z enac¢bo

Mi imamo opravka s kompozicijo preslikav, zato

X xo (1 a 0 x 1 0 —-a x
z 0 0 0 zO 0 0 0 1 2 1

2
Koncno deformirano stanje je na sliki 1 oznaceno z modro barvo

1.2.3. Materialni opis in deformacijski gradient F

Deformiranje telesa v materialnem opisu predstavimo z enac¢bo

(6)
1z te enacbe lahko neposredno dolo¢imo deformacijski gradient . Dobimo
1 0 —-a
F=fa 0 -1 @)
01 0
1.2.4. Racunska dolocitev RU razcepa
Izra¢unamo tenzor C.
1 a Ol 0 -a 1+a*> 0 =2a
C=F'TF=(0 0 1ffa 0 -1|=| 0 1 0 ()
-a -1 0[]0 1 O —2a 0 1+d°

V nadaljevanju bomo izrac¢unali matri¢ni koren tenzorja C. V ta namen dolo¢imo lastne vrednosti 4; in lastne vektorje X;
tenzorja C. Te dobimo iz zahteve, da je determinanta |C — A; I| enaka ni¢. Samo v tem primeru ima sistem enacb

CR-A4%=(C-A4D%=0



od ni¢ razli¢no reSitev ¥;. V nadaljevanju predstavimo postopek dolocitve matrike U, t.j. matri¢nega korena matrike C
napisano z entbo U = VC, za katerega velja matri¢na enacba U U = C. Videli bomo, da je tako izraCunani matri¢ni koren
tudi simetri¢na pozitivno definitna matrika za katero velja relacija U = U in katera ima vse lastne vrednosti pozitivne.

e Najprej izracunamo lastne vrednosti A;. Dobimo

l+a2-2 0 —2a
0 1-2 0 =1-D(A+-D*-Qa»H)=1+d*-2+2a)(1+a*-1-2a)=0. (9)
—2a 0 1+d*-2

Od tu izradunamo lastne vrednosti 4; = (1 + a)?, 43 = (1 —a)*in A, = 1.
e IzraCunamo lastne vektorje ¥, % in %5:

— Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A; = (1 + a)? dobimo kot reSitev sistema enacb:

—2a 0 —2al [x 0
C-43Dx=l0 1-0+a® 0 ||x|=]0=0. (10)
-2a 0 —2al |x3 0
Iz druge enacbe izlus¢imo, da je komponenta x, enaka 0, iz prve in tretje pa da velja x; = —x3. Izberemo
enotski vektor
2
2
=0 |. an
N2

2

— Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A3 = (1 — a)? dobimo kot resitev sistema enalb:

2a 0 —2al |x 0
(C-uD%B=|0 1-0-a® 0 ||x|=]0/=0. (12)
—2a 0 2a | |x; 0
Iz druge enacbe izlus¢imo, da je komponenta x; enaka 0, iz prve in tretje pa da velja x; = x3. Izberemo enotski
vektor
N2
2
B=|0]. (13)
N2
2
— Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti 1, = 1 dobimo kot reSitev sistema enacb:
@ 0 =2d][x 0
C-1LDx%=]10 0 0 ||x|=|0]=0. (14)
2a 0 & ||x; 0

Prva in tretja enacba tvorita homogen nesingularen sistem dveh linearnih enacb z dvema neznanka x; in x3,
zato sta obe neznanki enaki ni¢. Druga enacba 0 = 0 v ni¢emer ne omejuje nobene neznanke, je vedno
izpolnjena, zato lahko za x, izberemo poljubno realno Stevilo, razli¢no od 0 (vektor 0 po definiciji ni lastni
vektor). Izberemo x, = 1 in dobimo

0

}. (15)

%=
0

e Enatbe C X = 4, X, C % = A, % in C X3 = A3 X3 lahko zapiSemo z eno samo matri¢no enacbo

V2 fi+a? 0 0
o 1 0 |. 6

V2
l+a2 0 —2a - -
0 0
g 0 0 (1-a)?

CX=XA=| O 1 0

—2a 0 l+a*||_22

0
1
- 0
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1
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Ker je X ortogonalna matrika je X! = X7 zato lahko gornjo enatbo pomnoZimo z desne z X in dobimo

T
Ll1d+a? 0 0 2o
0o 1 0 0 1

1+a® 0 —2a] |& e
0
2 0 0 (1-a?||_2

C=XAX"=| 0 1 0 |=
2a 0 1+d _

2
0 (17)
V2

0
1
- 0

ol ovls



Gornja enacba bo odigrala pomembno vlogo pri izracunu matricnega korena. V ta namen jo prepisimo v obliko
C=XAX"=XVAVAX" =x VAX"XVAX" =UU (18)

Pri izpeljavi smo privzeli zvezo X” X = I in koren matrike A dologili s korenenjem posameznih komponent. 1z
zapisa potem takoj preberemo matriko U. Dobimo

2 0 Llja+a) 0 0 |2 o 2L 1 0 -a
U=XVAX"=| 0 1 0||l o0 1 0 0 1 0| =|0 1 o0 (19)
V2 V2 - V2 V2 -
_TOTOO(la)_TOT a 0 1
1.2.5. RU razcep iz slike
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(a) Prostorski prikaz deformiranja (b) Tlorisni prikaz deformiranja
Slika 2: RU razcep
1.2.6. Prostorski opis
Materialne koordinate lahko izrazimo s prostorskimi s pomocjo enacbe
X 1 0 x
y a 0 —1 y (20)
z 1 2
Z uporabo inverza dobimo prostorski opis deformiranja:
X0 1 0 —a] ' [x 1 0 —a] ' [x
Yi=la 0 -1| |y|l=]a 0 -1 [y]. (21
2 01 o] |z 01 0of |z
Dolo¢imo inverz deformacijskega gradienta F~!
1 a
0
L |1=a? a2l
F=| 0 0 1 (22)
1
- 0




in inverz tenzorja B, t.j. B™!
a*+1 2a

@=17  (@-1)
1 T 1
Bl=FTF!= 2a a*+1 ol (23)

C(@-1?  (@-1)
0 0

1

1.2.7. Tenzor B
Tenzor B lahko dolo¢imo po enacbi B = F FT. Po mnoZenju dobimo

1 0 —a|[t 0 -a' [a®+1 2a O
B=la 0 -1|la 0 -1| =| 2a a+1 0]. 24)
01 O0]J[0o 1 O 0 0 1
1.2.8. Tenzorja deformacij E in e
Tenzor E dobimo po enacbi E = %(C — I). Po krajSem racunu dobimo
% 0 —-a
E=]10 0 0. (25)
aZ
—-a 0 5
Tenzor e dobimo po enacbi e = %(l — B71). Po krajsem racunu dobimo
a (a2 - 3) a
2@ =17 (a2 -1)
e= a a? <a2 - 3) . (26)
(@-17 2(a-1)
0 0 0

-

1.2.9. Glavni raztegi A; in pripadajoce glavne smeri m?

. -
Jin ni;

Glavne raztegi A; so lastne vednosti matrike U, pripadajoce glavne smeri m? so lastni vektorji matrike U, pripadajoce
glavne smeri #i3; pa lastni vektorji matrike V. Po kragih ra¢unih dobimo:

4 = (+a), (27a)
L =1, (27b)
3 = (1-a). (270
Pripadajoci lastni vektorji n:? so:
o V2o,
m(]) = T(el - &), (28a)
m = &, (28b)
> 2
m = g(a + &) (28¢)
Pripadajoci lastni vektorji #77; pa so:
— \/5 - 3
mp = 7(61 + &), (29a)
nm, = &, (29b)
— 2 - -
ny = 7(61 - ). (29¢)

1.2.10. Spektralni razcepi tenzorjev C, B, E, e in

Sedaj ko lastne vrednosti (glavne raztege ali skrcitve) 4; in pripadajoce lastne vektorje rr?? in r; po enacbah (27), (28),
(29) poznamo, lahko spektralne razcepe tenzorjev C, B, E, e izracunamo direktno po [1, enacbi (34)]



Spektralni razcep tenzorja C.

3
2 - - 5 - - 5 - - 5 - -
C= Z/li (m?@m?) = A (m(l’®m(]))+/12(m(2)®mg)+/l3(mg®mg)
i=1

[ 2 0 N2
2 2
=1 +a) [2 o _g]ﬂll [0 1 o]+a-a?|0|[Z o £]
_\2 0 N2
2 2
(10 3 000 o 41 [#+1 22 0
=(1+a?|0 0 0|+1]0 1 O|+(1-a?|0 0 O|=| 2a d&*+1 0
3 0 3 000 1014 0 0 1

Spektralni razcep tenzorja B.

3
B =" X ;@ iy) = A3 (i @ nity) + 15 (1 @ i) + A3 (s @ )

i=1

= (1+a) [0 0 1]+a-a? |_2|[L - o
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Spektralni razcep tenzorja E.
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Spektralni razcep tenzorja U.

3
U= Zﬂ,(m?@m?) = 21 (0 @ mY) + Ay (m) @ mY) + A3 (m) ® m?)

i=1

. . -
2 2
=(1+a) [2 o —22]+1f1|[o 1 0O]+a-a)|0[[2 o L] 34)
_\¥2 0 N2
2 2
L0 000 Lol (1 0 —a
=(1+a)|0 0 0[|+1]{0 1 0|+ -a|0 0 O[=[0 1 0.
5 0 3 00 0 Lo 1] [-a 0 1

TakSen razcep tenzorja U je v celoti ekvivalenten razcepu po enacbi (19), ki ga dobimo z uporabo Matlaba.

Dolocitev spektralnega razcepa tenzorja U z uporabo MATLABa ali Octaveja. lzberemo Steviléni podatek a = < in

dobimo:

wn|—

5a=1/5

6 a=

7 0.2000

8 F = 5;clc

9 F = 5;

10 F=1[10-a; a0-1; 01 0]

11 F =

12 1.0000 0 -0.2000
13 0.2000 0 -1.0000
14 0 1.0000 0
15 C = F’*F

16 C =

17 1.0400 0 -0.4000
18 0 1.0000 0
19 -0.4000 0 1.0400
20 [X,D] = eig(C)

21 X =

22 -0.7071 0 -0.7071
23 0 1.0000 0
24 -0.7071 0 0.7071
25 D =

26 0.6400 0 0
27 0 1.0000 0
28 0 0 1.4400
29 X*D*xX’ - C
30 ans =
31 1.0e-15 *
32 -0.2220 0 0.1665
33 0 0 0
34 0.1665 0 -0.2220

Spektralni razcep tenzorja V.

3
V= Z/li(fﬁi@’ﬁi) = A () @ M) + A (i ® ) + A3 (3 @ 1it3)
P

o . -
2 2

- Vi vz _ Vi o_\2

=(l+a) | L [2 & o]+1{o|[0 0 1]+0-a) _¥% [L -2 o (35)
| 0 1 0
% % 0 000 : ?1 0] [t a O

=(l+a)|3 3 O[+1(0 0 O|+(-a)|5 3 O|=|a 1 0
0 0 0 00 1 0 0 of [0 01




Spektralni razcep tenzorja €. Najprej izracunamo tenzor majhnih deformacij. Po enacbi [1, enacbi (22)] dobimo

&= %(F+FT)—I (36)

IzraCunamo lastne vrednosti (glavne normalne deformacije &1, £22, £33), pripadajoce lastne vektorje &, &, &; in konstru-
iramo spektralni razcep v obliki

3
_ 3o I 3 o 7 7 o 7 3o 3 37
€= ci(e;®e) =¢e11(e]®e)) +enl(e,®¢)) +e33(ef ®ef). 37
i=1

1.2.11. Razcep deformacijskega gradienta F
Razcep deformacijskega gradienta F izracunamo direktno po [1, enacbi (35)]

3
F = Zﬁ,(ﬁ,@m?) =4 (I’)’?] ®m?)+/12(rﬁ’2®mg)+/l3(rﬁ’3®mg)
i=1

l

(V2 0 v
5 2
_ v v - V2 V2
“t+o|E|[£ 0 —2]1lo|[0 1 of+a-o|-%[[£ o £ o)
K 1 0
% 0 _% 000 50 4] [t 0 -a
=(l+a) |l 0o -Il+1]0 0 oj+1-a|-1 0 -il=]a 0O -1
0 0 0 010 0 0 0| |01 0

dolocitev razcepa deformacijskega gradienta F z uporabo MATLABa ali Octaveja
Pri enakem Stevilénem podatku a = %, kot v prejSnjem racunskem primeru, dolo¢imo deformacijski gradient F in
singularni razcep (singular value decomposition) tega gradienta.

1a=1/5

2 a-=

3 0.2000

4 F=1[10-a; a0-1; 01 0]
5F =

6 1.0000 0 -0.2000
7 0.2000 0 -1.0000
8 0 1.0000 0
9 [X,D,Y] = svd(F)

10 X =

11 -0.7071 0 -0.7071
12 -0.7071 0 0.7071
13 0 1.0000 0
14 D =

15 1.2000 0 0
16 0 1.0000 0
17 0 0 0.8000
18 Y =

19 -0.7071 0 -0.7071
20 0 1.0000 0
21 0.7071 0 -0.7071
22 X*xDxY’ - F
23 ans =
24 1.0e-15 x*
25 0 0 -0.2220
26 0.0555 0 0.2220
27 0 0 0
28 C = F’xF
29 C =
30 1.0400 0 -0.4000
31 0 1.0000 0



32
33 [X,
34 X =
35
36
37
38 D =
39
40
41
42 Y =
43
44
45
46 X-Y
47 ans
48
49
50
51
52 X*D
53 ans
54
55
56
57

Po analogiji z enacbo (19) smo dobili spodnji razcep

-0.4000 0
D,Y] = svd(C)

-0.7071 0
0 1.0000
0.7071 0
1.4400 0
0 1.0000
0 0
-0.7071 0
0 1.0000
0.7071 0
1.0e-15 *
-0.3331 0
0 0
-0.2220 0
*Y’ - C
1.0e-15 *
0.4441 0
0 0
0 0

A2
2
F:XDW:.%
0

-0.

0.

matemati¢no enakovreden razcepu (38).
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