
ANALIZA KINEMATI�CNIH ENA�CB SISTEMA TOGIH TELES

Marjan Stanek 1 in Goran Turk 2

KINEMATIC EQUATIONS ANALYSIS

OF THE SYSTEM OF RIGID BODIES

POVZETEK

V prispevku prikazujeva metodo, s katero s kinemati�cnimi ena�cbami ugotovimo, �ce v

sistemu togih teles (podprta in med seboj povezana toga telesa) celotni sistem in vsako

izmed togih teles pri poljubni obte�zbi miruje. Obravnavamo sistem togih teles, podprt

s to�ckovnimi podporami in povezan s to�ckovnimi vezmi. Podana je tudi zveza med

kinemati�cnimi in ravnote�znimi ena�cbami.

SUMMARY

A kinematic equations based method to determine if the system of rigid bodies moves

or not is presented here. The system of rigid bodies constrained by point supports and

connecting points is explored. The relation between kinematic and equilibrium equations

is also discussed.

1. RA�CUNSKO �STEVILO PROSTOSTNIH STOPENJ SISTEMA TOGIH TELES

Za dolo�citev ra�cunskega �stevila prostostnih stopenj ~nps sistemu odstranimo podpore

in ga na mestu vezi razre�zemo na posamezna nepovezana (prosta) toga telesa (slika 1).
�Stevilo prostih teles ozna�cimo s K.

1 doc.dr. Marjan Stanek, Univerza v Ljubljani, FGG, Katedra za mehaniko, Ljubljana, Jamova 2
2 asist.dr. Goran Turk, Univerza v Ljubljani, FGG, Katedra za mehaniko, Ljubljana, Jamova 2



Slika 1 a) Sistem dveh togih teles. b) Prosti telesi.

Ra�cunsko �stevilo prostostnih stopenj ~nps izra�cunamo tako, da od �stevila prostostnih stopenj

prostih togih teles (6K) od�stejemo �stevilo prostostnih stopenj, ki jih odvzamejo podpore in

vezi

~nps = 6K �

0
@ X

vse podpore

nopsp +
X

vse vezi

nopsv

1
A : (1)

Z nopsp ozna�cimo �stevilo odvzetih prostostnih stopenj zaradi podpore, z nopsv pa �stevilo

odvzetih prostostnih stopenj zaradi vezi.

1.1 �Stevilo odvzetih prostostnih stopenj zaradi to�ckovne podpore

To�ckovna podpora odvzame togemu telesu toliko prostostnih stopenj, kolikor je �stevilo

predpisanih pomikov in zasukov v podpori. Taka podpora odvzame najmanj eno in najve�c

�sest prostostnih stopenj

1 � nopsp � 6:

Na sliki 2 sta prikazani vpeta in nepomi�cna �clenkasta podpora. V prostoru odvzame vpeta

podpora vseh �sest prostostnih stopenj, �clenkasta pa tri.

Slika 2 a) Vpeta podpora. b) Nepomi�cna �clenkasta podpora.

1.2 �Stevilo odvzetih prostostnih stopenj zaradi to�ckovne vezi

Vzemimo, da je k nepodprtih togih teles povezanih z eno to�ckovno vezjo tako, da

so nekatere komponente pomikov oziroma zasukov na mestu vezi za nekatera telesa enake,

druge pa razli�cne (slika 3). Pomik ~u (j) poljubne to�cke T (j) na togem telesu j lahko izrazimo

s pomikom ~u
(j)
v in z zasukom ~'

(j)
v telesa j na mestu vezi v z ena�cbo

~u (j) = ~u (j)
v + ~' (j)

v � ~r (j): (2)



Slika 3 Vez zagotavlja, da so nekatere komponente uvx; uvy; uvz ; 'vx; 'vy ; 'vz na mestu

vezi enake za nekatera povezana toga telesa.

Z ~r (j) je ozna�cen krajevni vektor od vezi v do poljubne to�cke T (j) na telesu j. Ena�cba (2)

velja ob predpostavki, da so zasuki majhni. �Stevilo teles, ki imajo na mestu vezi razli�cne

pomike v smeri osi x, ozna�cimo z nux, v smeri osi y z nuy in v smeri osi z z nuz. �Stevilo

teles z razli�cnimi zasuki na mestu vezi okrog osi x ozna�cimo z n'x, okrog osi y z n'y in

okrog osi z z n'z. V tem primeru lahko z ena�cbo (2) pomik poljubne to�cke katerega koli

telesa v sistemu izrazimo z nux+nuy+nuz+n'x+n'y+n'z pomiki in zasuki. To pomeni,

da je �stevilo prostostnih stopenj nepodprtih in z eno vezjo med seboj povezanih k togih

teles enako nps = nux + nuy + nuz + n'x + n'y + n'z. Ker je �stevilo prostostnih stopenj za

k nepovezanih teles v prostoru enako 6k, taka vez k nepovezanim togim telesom odvzame

nopsv prostostnih stopenj

nopsv = 6k � (nux + nuy + nuz + n'x + n'y + n'z): (3)

Za gibanje, ki je omejeno na ravnino (x; z), ena�cbo (3) zapi�semo takole

nopsv = 3k � (nux + nuz + n'y):

Na sliki 4 je prikazan sistem �stirih togih teles, katerega gibanje je omejeno na ravnino (x; z).

Telesa so povezana z vezjo, ki zagotavlja, da imajo telesa na mestu vezi tri razli�cne pomike

v smeri osi x, enak pomik v smeri osi z in tri razli�cne zasuke okrog osi y. Zato taka vez

�stirim telesom odvzame 3 � 4� (3 + 1 + 3) = 5 prostostnih stopenj.

Slika 4 Vez zagotavlja, da so nekateri pomiki in zasuki na mestu vezi enaki.



2. POGOJI ZA PRAVILNO RAZPOREDITEV VEZI

Ra�cunsko �stevilo prostostnih stopenj ~nps, ki ga izra�cunamo po ena�cbi (1), je lahko ni�c,

pozitivno ali negativno �stevilo. Za ~nps > 0 se sistem togih teles premika. Dejansko

�stevilo prostostnih stopenj nps je nenegativno celo �stevilo. �Ce je ra�cunsko �stevilo pros-

tostnih stopenj ~nps � 0, je dejansko �stevilo prostostnih stopenj nps = 0 le, �ce so podpore

in vezi pravilno razporejene. Takrat telo miruje pri poljubni obte�zbi. �Ce so podpore in

vezi nepravilno razporejene, je nps > 0 in se sistem teles lahko premika. Pravilnost raz-

poreditve podpor in vezi ugotovimo, �ce za vsako nepovezano togo telo zapi�semo naslednje

kinemati�cne ena�cbe:

{ kinemati�cne pogoje na mestu podpor in vezi;

{ kinemati�cne pogoje, s katerimi izrazimo pomike ~ujpv in zasuke ~'jpv na mestu podpor

in vezi j s pomiki ~uipv in zasuki ~'ipv v drugi poljubno izbrani podpori ali vezi i togega

telesa; te pogoje zapi�semo z ena�cbama

~ujpv = ~uipv + ~'ipv � ~rij ; ~'jpv = ~'ipv: (4)

Z ~rij ozna�cujemo vektor od podpore ali vezi i do podpore oziroma vezi j. �Ce ima telo v

sistemu togih teles m podpor in vezi, zanj zapi�semo m� 1 ena�cb (4). Za telo 1 na sliki

5 lahko izrazimo pomik in zasuka podpore 2 in vezi 3 s pomikoma in zasukom podpore

1, za telo 2 pa pomika in zasuk podpore 4 s pomikoma in zasukom vezi 3.

Slika 5 Telesi sta podprti s tremi podporami in povezani z eno vezjo.

Kinemati�cne ena�cbe za podpore, vezi in toga telesa zapi�simo v matri�cni obliki

[A ] fug = f0g : (5)

Vektor fug v ena�cbi (5) dolo�cajo pomiki in zasuki podpor in vezi vsakega od togih teles. Za

vsako togo telo upo�stevamo 6m (�ce je gibanje omejeno na ravnino pa 3m) komponent

pomikov in zasukov. Celotno �stevilo komponent vektorja fug ozna�cimo z nkn (�stevilo

kinemati�cnih neznank). Oglejmo si sistem togih teles na sliki 6a, katerega gibanje je omejeno

na ravnino (x; z).



Slika 6 a) Sistem dveh togih teles v ravnini (x; z). b) Sile in momenti v podporah in v vezi.

Sistem ena�cb (5) ima obliko
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666666666666666666666664

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 �1 0 a 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 �1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 �1 0 �b 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 c 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 0 0 1
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: (6)

Zapi�simo pogoje, ki jih mora izpolnjevati matrika [A ] v ena�cbi (5), da sistem telesmiruje.

Ena�cba (5) predstavlja homogen linearen sistem ena�cb. �Ce je fug = f0g, potem vsa telesa

mirujejo. �Ce je rang matrike [A] manj�si od nkn, potem re�sitev fug = f0g ni edina. Zato

tak sistem togih teles pri poljubni obte�zbi ne miruje. �Ce je rang matrike [A] enak nkn,

potem je re�sitev fug = f0g enoli�cna re�sitev sistema ena�cb (5). Tak sistem togih

teles pri poljubni obte�zbi miruje.



3. STATI�CNO DOLO�CEN IN STATI�CNO NEDOLO�CEN SISTEM TOGIH TELES TER
�STEVILO PROSTOSTNIH STOPENJ SISTEMA TOGIH TELES

Stati�cno dolo�cen sistem togih teles ima ra�cunsko �stevilo prostostnih stopenj ~nps enako

ni�c, podpore in vezi pa razporejene tako, da vsa telesa pri poljubni obte�zbi mirujejo

~nps = 0; det[A] 6= 0$ rang[A] = nkn: (7)

j~npsj{krat stati�cno nedolo�cen sistem togih teles ima ra�cunsko �stevilo prostostnih

stopenj ~nps manj�se od ni�c, podpore in vezi pa razporejene tako, da vsa telesa pri poljubni

obte�zbi mirujejo

~nps < 0; rang[A] = nkn: (8)

�Stevilo prostostnih stopenj sistema togih teles nps je enako �stevilu skalarnih spre-

menljivk, ki enoli�cno dolo�cajo premaknjeno lego sistema teles v prostoru. �Stevilo nps lahko

de�niramo z ena�cbo

nps = nkn � rang[A]: (9)

Ena�cbi (7) in (8) upo�stevamo v (9) in dobimo pogoj za pravilno razporeditev podpor in

vezi v sistemu togih teles

nps = 0: (10)

Pogoje za mirovanje sistema togih teles v odvisnosti od ra�cunske stopnje stati�cne nedolo�ce-

nosti ~nps in od ranga matrike [A] ter de�nicijo stati�cno dolo�cenega in stati�cno nedolo�cenega

sistema togih teles zapi�simo v preglednico.

Preglednica: Pogoji za mirovanje sistema togih teles

~nps > 0 ~nps = 0 ~nps < 0

rang[A] < nkn rang[A] = nkn rang[A] < nkn rang[A] = nkn rang[A] < nkn
det[A] 6= 0 det[A] = 0

nps > 0 nps = 0 nps > 0 nps = 0 nps > 0

STT STT miruje: STT STT miruje: STT
se premika SDSTT se premika SNSTT se premika

STT ... sistem togih teles

SDSTT ... stati�cno dolo�cen sistem togih teles

SNSTT ... j~npsj-krat stati�cno nedolo�cen sistem togih teles

Primeri sistemov togih teles, katerih gibanje je omejeno na ravnino

1) Pomi�cno podprto togo telo (slika 7a):

~nps = 1; rang[A] = 5 < 6 = nkn, nps = 1 > 0; telo se premika.



2) Pomi�cno podprto togo telo (slika 7b):

~nps = 0; det[A] = 0$ rang[A] = 8 < 9 = nkn, nps = 1 > 0; togo telo se premika.

Slika 7 a) Telo je podprto z dvema podporama. b) Telo je podprto s tremi podporami.

3) Sistem dveh togih teles (slika 6a):

~nps = 0; det[A] 6= 0$ rang[A] = 15 = nkn, nps = 0; sistem togih teles miruje; stati�cno

dolo�cen sistem togih teles.

4) Nepomi�cno podprto togo telo (slika 8a):

~nps = �1 < 0; rang[A] = 6 = nkn, nps = 0; sistem togih teles miruje; stati�cno

nedolo�cen sistem togih teles.

5) Pomi�cno podprto togo telo (slika 8b):

~nps = �1 < 0; rang[A] = 5 < 6 = nkn, nps = 1 > 0; sistem togih teles se premika.

Slika 8 a) Togo telo miruje. b) Togo telo se lahko premika.

4. PRIMERJAVA KINEMATI�CNIH IN RAVNOTE�ZNIH ENA�CB

Reakcije in sile v vezeh ra�cunamo po naslednjem postopku:

{ Podpore odstranimo in njihov vpliv nadomestimo z reakcijami.

{ Vezi izre�zemo in medsebojni vpliv med telesi in vezjo nadomestimo s silami in momenti

v vezeh. Nato zapi�semo ena�cbe, s katerimi opi�semo znane reakcije in sile v vezeh ter

ravnote�zne ena�cbe za vezi in prosta telesa. Ravnote�zne ena�cbe za vezi v smeri, v

kateri vez ne prepre�cuje premikanja, ne pi�semo. Zato v primeru, ki ga opisuje slika 6b

ne napi�semo momentnega ravnote�znega pogoja za vez C. Tako dobimo sistem ena�cb

oblike

[B ] fRg = fPg : (11)

Vektor fRg sestavljajo reakcije podpor ter sile in momenti v vezeh, vektor fPg pa

obte�zbo na sistemu togih teles. Sistem ravnote�znih ena�cb bo imel enoli�cno re�sitev le

v primeru, da je �stevilo ena�cb enako �stevilu neznank in je determinanta matrike [B ]

razli�cna od ni�c. V tem primeru govorimo o stati�cno dolo�cenih sistemih togih teles (glej



preglednico). �Ce je ena�cb ve�c kot neznank oziroma, ko je rang([B ]) manj�si od �stevila

ravnote�znih ena�cb, sta mo�zna dva primera, ki sta odvisna od obte�zbe: sistem ima lahko

eno ali neskon�cno re�sitev ali pa nima re�sitve. Za stati�cno nedolo�cen sistem togih teles

je �stevilo ravnote�znih ena�cb nre manj�se od �stevila sil in momentov nsm v podporah in

vezeh.

Ra�cunsko �stevilo prostostnih stopenj ~nps izra�cunamo po ena�cbi

~nps = nre � nsm:

Preproste zveze med matrikama [A] in [B] ni mogo�ce dolo�citi. Izka�ze pa se, da za ravnote�zne

in kinemati�cne ena�cbe velja naslednja zveza

nps = nre � rang[B] = nkn � rang[A]: (12)

Iz ena�cbe (12) sledi, da lahko pogoj za pravilnost razporeditve podpor in vezi

dolo�cimo z ravnote�znimi ali s kinemati�cnimi ena�cbami. V nadaljevanju zapi�simo

koli�cine nre, nsm in rang[B] za primere na slikah 6 do 8.

Primer 1): nre = 7, nsm = 6, rang[B] = 6 ! nps = 7� 6 = 1.

Primer 2): nre = 9, nsm = 9, rang[B] = 8 ! nps = 9� 8 = 1.

Primer 3): nre = 15, nsm = 15, rang[B] = 15 ! nps = 15� 15 = 0.

Primer 4): nre = 5, nsm = 6, rang[B] = 5 ! nps = 5� 5 = 0.

Primer 5): nre = 5, nsm = 6, rang[B] = 4 ! nps = 5� 4 = 1.

Za bolj�se razumevanje zapi�simo sistem ena�cb (11) za primer iz slike 6a v eksplicitni obliki

(glej sliko 6b):
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666666666666666666666664

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

�(a+ b) 0 1 0 0 1 �b 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 �c 1
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ZAKLJU�CEK

Pri linearni teoriji konstrukcij ravnote�zne ena�cbe zapi�semo za nedeformirano lego. Zato je

prikazani postopek dolo�canja pravilnosti razporeditve podpor in vezi uporaben za poljubno

deformabilno konstrukcijo, obravnavano po teoriji prvega reda. Stati�cno analizo konstruk-

cije obi�cajno opravimo z ra�cunalni�skimi programi. Pri tem lahko namesto pri�cakovanih

rezultatov program izpi�se: \Togostna matrika konstrukcije je singularna!". Razlog za sin-

gularno matriko je velikokrat v nepravilni razporeditvi podpor in vezi, pri kateri se del kon-

strukcije ali cela konstrukcija pri dolo�ceni obte�zbi premakne kot sistem togih teles. Da lahko

izra�cunamo stati�cne koli�cine take konstrukcije, jo moramo podpreti tako, da so prepre�ceni

vsi pomiki in zasuki. V prispevku je podan kinemati�cni pogoj, s katerim ugotovimo, �ce

sistem togih teles pri poljubni obte�zbi miruje.
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