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Člen, ki pripada virtualni siliδFTs, oznǎcimo scF
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Člen, ki pripada virtualnemu momentuδMTs, oznǎcimo scM
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Primer 5.30

1. Naloga

Izračunajmo reakcije in notranje sile za nosilec na sliki!
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2. Rešitev

Konstrukcija je enkrat statično nedolǒcena. Osnovno konstrukcijo lahko
izberemo tako, da odstranimo desno podporo in njen vpliv nadomestimo
s siloX1:

Iz pogoja, da je navpični pomik tǒckeB enak nǐc dobimo

a11X1 + b1 = 0.

Za rǎcun koeficientova11 in b1 potrebujemo potek notranjih sil na os-
novni konstrukciji zaradi zunanje obtežbeF in zaradi sileX1 = 1.
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Upǒstevamo le vpliv upogibnega momentaMy in enǎcbi (1) in (2).
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Potek upogibnega momentaMy na statǐcno nedolǒceni konstrukciji
lahko izrǎcunamo vsaj na dva načina:

• Upǒstevamo princip superpozicije. To pomeni, da seštejemo mo-
mentMyQ zaradi sileF in momentMy1 zaradi sileX1.

My(x = 0) = −F
L

2
− LX1 = −F

L

2
+ L

5F

16
= −6F L

32
,

My(x = L/2) = 0− L

2
X1 =
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16

L

2
=
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32
,

My(x = L) = 0.
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• Upǒstevamo izrǎcunaniX1 in za obe polji napǐsemo ravnotězni
enǎcbi ∑

My
T = 0.
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Prěcno silo izrǎcunamo obǐcajno z upǒstevanjemX1 iz ravnotěznih
enǎcb ∑

Nz = 0

za obe polji

Diagram prěcne sileNz na statǐcno nedolǒceni konstrukciji
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Rǎcun reakcij opravimo na osnovni konstrukciji, na katero delujeta zu-
nanja silaF in silaX1

Določimo jih iz ravnotěznih enǎcb:
∑

x = 0 → Ax = 0,

∑
z = 0 → Az = −11F

16
,

∑
MA

y = 0 → MAy =
3F L

16
.
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Primer 5.31

1. Naloga

Podatki:E Iy = konstanta,F = 40 kN in Q = 100 kN.

Za konstrukcijo na sliki dolǒcimo reakcije in notranje sile!
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2. Rešitev

Stopnja statǐcne nedolǒcenosti jen = 3+2−3 = 2. Osnovno konstruk-

cijo tvorimo tako, da v podporiA sprostimo vodoravni pomik, v podpori
B pa zasuk.

Kinematǐcna pogoja za vodoravni pomik podporeA in zasuk v podpori
B :

a11X1 + a12X2 + b1 = 0, a21X1 + a22X2 + b2 = 0.

Trdnost, Prosojnice 2002 stran 14
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Reakcije osnovne konstrukcije zaradi silP in Q ter zaradi enotskih sil
X1 in X2 so:

Az(F,Q) = −45 kN, Bx(F,Q) = 100 kN, Bz(F,Q) = 5 kN,

Āz(X1 = 1) = 0.5, B̄x(X1 = 1) = −1, B̄z(X1 = 1) = −0.5,

Āz(X2 = 1) = −0.25, B̄x(X2 = 1) = 0, B̄z(X2 = 1) = 0.25.
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Diagrame upogibnih momentov prikazujemo na sliki

Koeficienteaij in bi določimo po enǎcbah (1) in (2), kjer zanemarimo
vpliv osnih sil.
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Kinematǐcna pogoja predstavljata sistem dveh linearnih enačb, kjer sta
neznanki siliX1 in X2:[

8.0 −4.67

−4.67 3.33

]
·
[
X1

X2

]
=

[
530.0

−323.3

]

Rěsitev tega sistema jeX1 = 52.73 kN in X2 = −23.18 kNm.
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Reakcije lahko dolǒcimo na dva nǎcina:
A) Rěsimo ravnotězne enǎcbe na osnovni konstrukciji. Pri tem upoštevamo
zunanjo obtězbo in neznane sileXi (i = 1, 2, ..., n).
B) Reakcije dolǒcimo s sěstevanjemže prej izrǎcunanih reakcij zaradi
zunanje obtězbe in neznanih silXi.
Tako dobimo

Az = Az(F,Q) + Az(X1) + Az(X2) =

= Az(F,Q) + Āz(X1 = 1)X1 + Āz(X2 = 1)X2 =

= −45 + 0.5 · 52.73− 0.25 · (−23.18) = −12.84 kN,

Bz = 5− 0.5 · 52.73 + 0.25 · (−23.18) = −27.16 kN,

Bx = 100− 1 · 52.73 = 47.27 kN.

ReakcijiAx in MBy sta enaki iskanim količinamX1 in X2

Ax = X1 = 52.73 kN, MBy = X2 = −23.18 kNm.
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Upogibne momente določimo s sěstevanjem upogibnih momentov zaradi silP ,Q,X1

in X2. Ker so posamezni diagrami odsekoma linearni, določimo vrednosti upogibnih
momentov le v tǒckahA, B, 1, 2 in 3.

A : My = 0 kNm,

B : My = 1 · (−23.18) = −23.18 kNm,

1 : My = 90− 1 · 52.73 + 0.5 · (−23.18) = 25.68 kNm,

2 : My = 100− 2 · 52.73 + 1 · (−23.18) = −28.64 kNm,

3 : My = 100− 1 · 52.73 + 1 · (−23.18) = 24.09 kNm.

Upogibni momenti statično nedolǒcene konstrukcije
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Osne in prěcne sile na statično nedolǒceni konstrukciji izrǎcunamo tako, da obrav-

navamo osnovno konstrukcijo, siliX1 in X2 pa upǒstevamo kot zunanjo obtežbo.

Diagrama osnih in prěcnih sil
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Primer 5.35

1. Naloga

Trapezno věsalo na sliki je obtězeno z dvema silama velikostiF . Določimo
siloS v razporiAB. Velikost sileF je 100 kN, razdaljaa je 2 m, plǒsčine
prěcnih prerezov so:As1 = 196 cm2, As2 = 144 cm2, As = 64 cm2 in
An = 240 cm2. Vztrajnostni momentIn nosilca je8000 cm4. Pri rǎcunu
upǒstevajmo tudi vpliv osnih sil na deformacije.
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2. Rešitev

Stopnjo statǐcne nedolǒcenosti izrǎcunamo z naslednjim izrazom

n = 2 + 1 + 2(2− 1) · 4 + 2(3− 1) · 2− 6 · 3 = 1,

torej je konstrukcija enkrat statično nedolǒcena.
Osnovno konstrukcijo izberemo tako, da sprostimo vzdolžni pomik

nekje v razporiAB. Neznana silaX1 je sila v razpori.

Trdnost, Prosojnice 2002 stran 23

M. Stanek, G. Turk in R. Flajs: Računanje notranjih sil in pomikov statično nedoločenih konstrukcij po metodi sil

Osne sile in upogibni momenti na osnovni konstrukciji zaradi silF .

Osne sile in upogibni momenti na osnovni konstrukciji zaradi silX1 = 1.
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Koeficientaa11 in b1 izračunamo po enǎcbah (1) in (2) naslednjima izra-
zoma:

E a11 =
2
√
2 ·

√
2
2 ·

√
2

0.0196
· 2 + 2 · 1 · 1

0.0144
· 2 + 4 · 1 · 1

0.0064
+
8 · 1 · 1
0.024

+

+
1

0.00008

(
2 · 2
2

· 2
3
· 2 · 2 + 4 · 2 · 2

)
=

= 1813.34 + 266666.67 = 268480.00,

E b1 =
2 · 100 · 1
0.0144

· 2 + 1

0.00008

(
2 · 200

2
· 2
3
· 2 · 2 + 4 · 200 · 2

)
=

= 27777.78 + 26666666.67 = 26694444.44.

SilaX1 je enaka sili v razporiS

X1 ≡ S = − b1
a11

= −26694444.44

268480
= −99.43 kN.
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Primer 5.38

1. Naloga

Za konstrukcijo na sliki dolǒcimo navpǐcni pomik tǒckeT ! Togost ele-
mentov konstrukcije je za vse elemente enakaEIy = konst. Konstrukcija
je obtězena le s tǒckovno siloF v točki T .
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2. Izračun notranjih sil

Stopnja statǐcne nedolǒcenosti jen = 2 (n = 3+1+1−3 ·2). Osnovno
konstrukcijo izberemo tako, da odstranimo podporiB in C

Kinematǐcna pogoja sta:

a11X1 + a12X2 + b1 = 0,

a21X1 + a22X2 + b2 = 0.
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Diagrami upogibnega momenta zaradi zunanje obtežbe in zaradi sil
X1 = 1 in X2 = 1 so prikazani na sliki
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Koeficienteaij in bi določimo po enǎcbah (1) in (2).

E Iy a11 =
a a

2

2

3
a · 2 + a3 =

5

3
a3,

E Iy a22 =
a a

2

2

3
a + a3 +

a a

2

(
2

3
a +

1

3
2 a

)
+
2 a a

2

(
2

3
2 a +

a

3

)
=

11 a3

3
,

E Iy a12 = −a2

2

(
2

3
a +

1

3
2 a

)
− a3 = −5

3
a3,

E Iy b1 =
F a a

2

a

3
=

F a3

6
, E Iy b2 =

F a2

2

(
a

3
+
2

3
2 a

)
= −5F a3

6
.

Rěsitev sistema kinematičnih enǎcb

5 a3

3
−5 a3

3

−5 a3

3

11 a3

3


·
[
X1

X2

]
=



−F a3

6
5F a3

6


 →

[
10 −10

−10 22

]
·
[
X1

X2

]
=

[
−F

5F

]
.

jeX1 =
7F

30
, X2 =

F

3
.
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3. Izračun pomika

Osnovno konstrukcijo obtežimo z virtualno siloδF = 1 na mestu in
v smeri iskanega pomika.Upogibni moment na osnovni konstrukciji
zaradi sileδF = 1 prikazujemo na sliki

Pri rǎcunu pomika tǒckeT zanemarimo vpliv osnih sil, zato računamo

wT =
∑

el

L∫

0

Mnk
y M̄yF

EIy
dx.
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Upǒstevamo, da jeMnk
y = MyQ + X1 M̄y1 + X2 M̄y2 in da je M̄yF

različen od nǐc le v zgornjem vodoravnem elementu

wT =

a∫

0

MyQ M̄yF

E Iy
dx +X1

a∫

0

M̄y1 M̄yF

E Iy
dx +X2

a∫

0

M̄y2 M̄yF

E Iy
dx.

Te integrale izrǎcunamo na osnovi diagramov [M̄y1], [M̄y1], [MyQ] in
[M̄yF ]. Dobimo

wT =
1

E Iy

[
F a a

2

2

3
a +X1

a a

2

1

3
a−X2

a a

2

(
2

3
2a +

1

3
a

)]
=

=
1

E Iy

(
F a3

3
+
7F

30

a3

6
− F

3

5 a3

6

)
=

17F a3

180E Iy
.
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Primer 5.43

1. Naloga

Nosilec pontonskega mostu je podprt s tremi pontoni s tlorisno ploščinoA. Določimo
reakcijoBz na srednji ponton! Pri tem zanemarimo lastno težo nosilca. V neobremen-
jenem stanju so vse podpore na isti višini

Tlorisna plǒsčina pontona jeA = 8 m2, specifǐcna těza vode jeγv = 10 kN/m3.

Dolžina nosilca jeL = 4 m, vztrajnostni moment prečnega prereza paIy = 25759 cm4.

Modul elastǐcnosti materiala nosilca jeE = 20000 kN/cm2.
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Togost podlagekv določimo z enǎcbo

F = kvu.

SilaF , s katero se ponton odziva na obtežbo nosilca, je enaka teži izpo-
drinjene vode

F = Aγv u.

Z u smo oznǎcili ugrez pontona zaradi obtežbeF . Togost podlagekv je

kv =
F

u
= Aγv.

Na spodnji sliki prikazujemo statični model konstrukcije, kjer smo pon-
tone nadomestili z linijskimi linearno elastičnimi vzmetmi.
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Stopnja statǐcne nedolǒcenosti jen = 4− 3 = 1.
Osnovno konstrukcijo lahko izberemo tako, da sprostimo pomik srednje
vzmeti

SilaX1, ki smo jo predpostavili na mestu in v smeri srednje vzmeti, je
enaka iskani reakcijiBz. Kinematǐcni pogoj je

a11X1 + b1 = 0.
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Notranje sile zaradi zunanje obtežbe prikazujemo na sliki

Sile v vzmeteh zaradi zunanje obtežbe soNAQ = −F
4 , NBQ = 0, NCQ =

−3F
4 .

Upogibni moment zaradi sileX1 = 1 je podan na sliki

Sile v vzmeteh zaradi sileX1 = 1 soN̄vA1 =
1
2, N̄vB1 = −1, N̄vC1 =

1
2.
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Koeficientaa11 in b1 sta:

a11 =
1

E Iy

L

2

L

2

2

3

L

2
2 +

N̄vA1 N̄vA1

kv
+

N̄vB1 N̄vB1

kv
+

N̄vC1 N̄vC1

kv
=

=
L3

6E Iy
+

1

2

1

2

1

kv
+

(−1)(−1)

kv
+

1

2

1

2

1

kv
=

L3

6E Iy
+

3

2Aγv
,

b1 =
1

E Iy

[
L

2

L

2

2

3

F L

4
+

L

2

L

2

1

2

(
1

3

3F L

8
+

2

3

F L

4

)
+

L

4

L

2

1

2

(
2

3

3F L

8
+

1

3

F L

4

)
+

+
L

4

L

2

1

2

2

3

3F L

8

]
+

N̄vA1NvAQ

kv
+

N̄vB1NvBQ

kv
+

N̄vC1NvCQ

kv
=

= −11F L3

96E Iy
− 1

2

F

4

1

Aγv
+ 0− 1

2

3F

4

1

Aγv
= −11F L3

96E Iy
− F

2Aγv
.
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Z upǒstevanjem prikazanih izrazov v kinematičnem pogoju dobimo
neznankoX1

X1 = − b1
a11

= F
48E Iy + 11Aγv L

3

16 (9E Iy + Aγv L3)
≡ −Bz.

Za podane vrednosti sledi

Bz = −X1 = −F
48 · 20000 · 25759 + 11 · 80000 · 10 · 10−6 · 4003
16 (9 · 20000 · 25759 + 80000 · 10 · 10−6 · 4003) = −0.337F.

Celotne sile v vzmeteh so:

NvA = −F

4
+

X1

2
, NvB = −X1, NvC = −3F

4
+

X1

2
.
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Primer 5.44

1. Naloga

Konstrukcija je obtězena z dvema tǒckovnima silama velikostiF v točki C, poleg

tega se je konstrukcija segrela za∆T+ = 10◦ C na notranji strani in za∆T− = 30◦ C

na zunanji strani. Predpostavimo, da se temperatura po prerezu spreminja linearno.

Podatki:E = 2 · 108 kN/m2, αT = 10−5 (C◦)−1. Določi potek upogibnega momenta.
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Konstrukcija je enkrat statično nedolǒcena.Osnovno konstrukcijo izber-
emo tako, da sprostimo vodoravni pomik v podporiB

Neznano siloX1 izračunamo iz kinematičnega pogoja

a11X1 + b1 = 0.
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Koeficientaa11 in b1 določimo po enǎcbah:

a11 =
∑

el

L∫

0

(
N̄x1 N̄x1

E Ax
+
M̄y1 M̄y1

E Iy

)
dx,

b1 =
∑

el

L∫

0

[(
N̄x1NxQ

E Ax
+
M̄yiMyQ

E Iy

)
+ αT (∆Tx N̄xi +∆Tz M̄yi)

]
dx,

kjer sta

∆Tx =
10 + 30

2
= 20◦ C, ∆Tz =

10− 30

0.10
= −200◦ C/m.
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Osna sila in upogibni moment na osnovni konstrukciji zaradi točkovnih
sil v točki C ter zaradi sileX1 = 1.
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Koeficientaa11 in b1 izračunamo iz diagramov na prejšnji sliki

E a11 =
1

Ax
3 · 1 · 2 + 1

Iy

3 · 3
2

· 2
3
3 · 2 = 6

Ax
+
18

Iy
=

=
6

5 · 10−3
+

18

416.67 · 10−8
= 4321200,

E b1 = − 1

Iy

3 · 3
2

· 2
3
6 · 2 + E αT ∆Tx · (−3) · 2 + E αT ∆Tz ·

(
−3 · 3

2
· 2
)

=

= − 36

416.67 · 10−8
+ 2 · 108 · 1 · 10−5 · 20 · (−6)+

+ 2 · 108 · 1 · 10−5 · (−200) · (−9) =

= −5280000.

SilaX1 je

X1 = − b1
a11

= 1.222 kN.
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Diagram osnih sil in upogibnih momentov določenih s superpozicijo,
prikazujemo na sliki
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Primer

1. Naloga

Debela betonska plošča je podprta s tremi stebri, kot prikazuje slika.
Kako visoki so lahko stebri (h), da bo zagotovljena varnostv = 2.5?

Podatki:E = 21000 kN
cm2, a = 4 m, d = 30 cm, γb = 25 kN

m3
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Izračunamo tězo plǒsče:
Izračunamo osno silo v enem stebru.
Vztrajnostni momenti stebra:
Eulerjeva kritǐcna osna sila pri kateri se steber ukloni.
Uklonska varnost stebra
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