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torji ', &y In &',. Ker je telo v ravnotgju, morajo biti izpolnjene ravnot@e enabe

06, 00y 00, S
— =0 4.1
Ox + oy + 0z +v="0 (4.1)
Ep X Gy + Gy X Gy + &, x &, =0, 4.2)
S Ps = 0y €5y + Oy esy + 0 €. (4.3)

Sedaj si zamislimo, da se obravnavano telo, ki je v ravijot@remakne oziroma deformira. N&tjgno
deformirano lego oiemo z virtualnimi oziroma nasljenimi pomikidu(z, y, z) (slika4.2).
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Slika 4.2: Deformiranemu telesu, katerega lega je @eloa s pomikiz, vsilimo virtualne pomike
ou

Virtualne pomike definiramo takole:

— Virtualni pomik delca je poljubni linearni del mo Znega(kinemattno dopustnega) pomika. S
pospl&enimi koordinatami;, j = 1, ..., n,s ga zapsemo takole:

Nps -
ou = (;lr 0q;,
j=1 4
kjer je n,,s Stevilo prostostnih stopenj obravnavanega sistema delcev oz8taviéo pospl&enih
koordinat, s katerimi ogemo pomikeyi poljubnega delca. Z ozn&imo krajevni vektor, ki
dolota lego delcaz. Ce updtevamo, da je virtualni pomik linearni del ttega pomika, izrazimo
komponente tenzorja virtualnin deformacij in tenzorja virtualnih zasukov z virtualnimi pofiki
takole (glej primer 4.1):

O(5u;)  O(6us) O(6u;)  O(6us)

28e:: = 2 - — . 4.4
581] axi + al’j ’ &U” 8:61‘ al’j ( )
Ce enibi setejemo, dobimo
6 .
8(8;]) = 587;]' + 6(,(}7;]'
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356 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

ali v vektorski obliki

oou) L o) L 0(0w)
P = 0&; + 60 X €, ay = 0&y + 04 X €, 9,

= &, + 6 X €. (4.5)
Z 6¢y, 6y, 6, so ozndeni vektorji virtualnih deformacij, 2 pa vektor virtualnega zasuka.
Kinemattne enébe za virtualne pomike so enake kinerbaim en&bam za resine pomike.

— Na delu.#, mejne ploskves, kjer so pomikiiu predpisani, so virtualni pomikiz enaki n

Sy 6@ = 0. (4.6)

— Virtualni pomiki soneodvisniod pomikovi, ki jih povzroCita obtebi p's in 4.
Zapiimo izraz za delo, ki ga opravita olit# ps in ¥ na virtualnih pomikihjz. Tako delo imenujemo
virtualno delo zunanijih sil in ga ozn&imo zoW.,
6WZ—/ﬁS~5ﬁdS+/17-5a’dV (4.7)
54 v

Cezelimo z izrekom o virtualnih pomikih izpeljati ravndtee enébe zanedeformirano lego telesd v
(4.7) predpostavimo, da so pomiki zanemarljivi ter integriramo po ofjihe” in ¥in ne po obmgjih
S in?.

Enabo @.3) vstavimo v @.7) in dobimo

oW, = /(Ex €Sx +0_:y €Sy + 7. es;) - 6UdS + /17 oudV =
54 v
:/[@-w)esﬁ(&y-aﬁ)esyﬂ&z-5&)65Z] dS+/17~6ﬁdV.
S v

(4.8)

Integral po sklenjeni ploskvi” pretvorimo z Gaussovirh integralnim izrekom na integral po obigja
¥. Ce soP;, P, in P, zvezne in zvezno odvedljive funkcije koordinaty, z, ki so definirane znotraj
obmdaja 7 in vzdolz ploskve.#, es;, esy in es, pa smerni kosinusi zunanje normale na ploskév
zapsemo Gaussov integralni izrek takole:

oP, 0P, 0P,
/(PweSm+PyeSy+Pz€Sz)dSZ/<8xz+ y+ >dV (49)
4

oy 0z

T M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Fakulteta za gratbeim geodezijo, Ljubljana, 1998.

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Fakulteta za gratbem geodezijo, Ljubljana, 1998.

* Johann Karl Friedrich Gauss, néki matematik, fizik in astronom, 1777—-1855.
I. Vidav, Visja matematika I, Ljubljana, 1986, stran 405.
Dokaz izreka je podan ¢lankih: J. Vrabec, Stokesov in Gaussov izrek |, Obzornik za matematiko in fiziko, 36, 1
1-12, 1989 in J. Vrabec, Stokesov in Gaussov izrek Il, Obzornik za matematiko in fiziko, 36, 2, 33—43, 1989.
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4.1 Izrek o virtualnih pomikih 357

Ce integriranje v 4.8) po mejni ploskvi.# prevedemo na integriranje po obtjo 7 (en&ba @.9)),
dobimo

0 0
9 L 0 0 L o s dV. 41
oW, = /{ )+ 8y( 5u)+az(az (5u)] dV—i—/v dudv. (4.10)

Po odvajanju sledi

SW, = /(8% . %, 00 —|—17> -5adv+/[ﬁx-8(5“) +3,- 208 +52-a(5“)]dv.

82 oz y 0z
(4.12)
Ker so izpolnjeni ravnoteni pogoji @.1), se enéba @.11) poenostavi
B . O0(6u) _ 0(u) _ 0(ou)
oW, = / |:0';E £ + 0y ay + 7, 9, dV. (4.12)

V (4.12 upcstevamo 4.5) in dobimo

SW, = /[@ (58 + 0@ X &) + Gy - (05, + 6@ X &) + & - (65, + 6@ x &,)]dV.  (4.13)

Upostevamdase pravilo za m&ani produkt treh vektorjev

-

a-(bx&)=c-(@xb)=b-(@xa)=(Exa)-b (4.14)
ter pravili o asociativnosti in komutitativnosti skalarnega produkta idit3 dobimo

5WZ:/(Ex'55x+6’y-5§y+5‘z-55z)dV+/[(é'xx&’x+5y><5'y—|—é'z><c7z)~5u7]d\/. (4.15)
4 4

Ker je telo v ravnotiju (end&ba @.2)), je izraz v okroglem oklepaju v drugem integralu na desni stran
end&be @.15 enak n¢. Tako dobimo

oW, = /(&x 0y + Oy - 0y + 0 - 0¢5) dV. (4.16)
Desna stran efthe @.16 predstavlja delo napetosti,, &, in ., ki jih povzrcCita obt&bi ps in ¢ na

virtualnih deformacijal¥<’, d&, in 6. Imenujemo ga tudvirtualno delo notranjih sil in ozn&imo z
oW,

oW, = /(Ex < 0Ey + Gy - 0y + 0, - 6%) dV. (4.17)
v
Ce upétevamo enzbo @.6), lahko v @.7) integriramo po delw”, mejne ploskves
oW, = /ﬁg . 5ﬁdS+/6~ oudvV, (4.18)
7, 4
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358 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

ter en&bo @.16 zapSemo takole:

oW, =W, (4.19)
oziroma v razirjeni obliki takole:
/ﬁg -0udS + /U- udvV = /(Em < 0Ey + Gy - 0y, + 7, - 6€) dV. (4.20)
Z» v v

Tako endéba @.19 kakor tudi @.20 predstavljatazrek o virtualnih pomikih ali izrek o virtualnem
delu. Z besedami ga gg@mo takole:Ce je deformabilno telo v ravndtpi, je virtualno delo zunanijih
sil 61, enako virtualnemu delu notranjih $il7,,. Velja pa tudi obratnote virtualno delo zunanijih sil
enako virtualnemu delu notanijih sil, je telo v ravrigte Dokaimo!

Virtualne deformacijeje;, d¢, in 0¢, v en&bi (4.20 izrazimo z odvodi virtualnega pomikézi in z
virtualnim zasukonda (en&ba @.5)). Zato desno stran etbe @.20 zapBemo v nasledniji obliki

/(o%-65x+5y-55y+&z.55z)dvz

4
/{ax- {({W—éwxe}] + &, [‘W—wxéy] +&, - {8(5“) —5u7><é’z]}dV:
ox

v
/ 9600y + 25, 00)+ 2 (5. - 5) dV—/ 4 %0u
ox " oy Y 0z~ ox oy 0z
v v
—/[@-(&D’xe})
4
(4.21)

Prvi integral na desni strani v izrazd.21) transformiramo z Gaussovim integralnim izrekofndj in
upastevamo pravilo za n#ani produkt treh vektorjewv(14) in dobimo

4G, (06 x &) + . - (06 x &)] dV.

/(Ex 6Ey + Gy - 08, + &, - 02%) dV = /[ (G - 6i) €5 + (G, - 011 ) €5y + (2 - 011 ) €52 | dS—
v k2

_/(3Uz+8ay+a@).Mdv_/[(e}x&z+€yxﬁy+€z><5z)'5@]dv-

oz Ay 0z
(4.22)
Ker je éi na.#, enak n€ (en&ba @.6)), zapsemo §.22) takole:
/ﬁs -5ﬁdS+/ﬁ.5ﬁdV = /[(596 -0U) egg + (0y - 0U) esy + (05 - 0U) eg. | dS—
7 7 7 (4.23)

do, 0, 00, . e e o .
_/<8:U +8—y+ 8z>-5udV—/[(ewxax—i-eyxay—i—ezxaz)-dw]dv.
v
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4.1 Izrek o virtualnih pomikih 359

Enabo @.23 vstavimo v 4.20
/Wv%@wﬁﬁw@+®@nhww+/<%?+%z+%§+@-MM%
S, v
+/[(e} X Oy + €y X 0y + €, xa,)- 00]dV =0

v

(4.24)

Ker so virtualni pomikié in virtualni zasukiod poljubni in neodvisni, velja (glej primer 4.3)

06, 0o, 07,

e + L 4=,

oz y 0z
Vi Ey X Gy X Tyt E xd, =0,
Ip ﬁszo_ezeSm‘i'o_:yeSy‘i'o_:zeSz-

Dobili smo ravnoténe enabe znotraj teles#in na povsini .#,. Zato velja:Ce je virtualno delo zunanjih
sil pri kinemattno dopustnih virtualnih pomikih enako virtualnemu delu notranjih sil, so izpolnjen
ravnoteni pogoji.

Ce winkuje na telo tudi - totkovnih sil F in ny, totkovnih momentowi/;, zapgemo virtualno delo
zunanijih sil takole:

ng M
5%@::/jﬁ-aﬁd54-/}raﬁdv>%§:1§.&24-§:A@.5@T (4.25)
R y i=1 j=1
p

Tu jedu; virtualni pomik na mestu delovanja sile, 6; pa virtualni zasuk na mestu delovanjékovnega
momental/;.

Ker pri izpeljavi izreka nismo ugevali vrste materiala, iz katerega je telo, velja izrek o virtualnih
pomikih zapoljuben material, oziroma za poljubno zvezo med napetostmi in deformacijami.

Izrek o virtualnih pomikih uporabimo pri Bevanju nalog, pri katerih kinematie pogoje obravnavanega
problema poznamo ikelimo dolciti pripadajo Ceravnotene enabe.

4.1.1 Betti-Rayleighjev in Maxwellov izrek

Obravnavajmo nosilno telo iz idealno eld@siega materiala, na katerega delujeta dve AiteVsako
izmed obtéb doldtata povéinska in prostorninska oti#tea. Prvo obtEbo 0zn&imo zpg(yy, (1), drugo

pa zps(2), U(2)- Cenatelo deluje le obtkaps ), ¥(1), nastanejo pomiki,y, deformacijes;, 1), £,(1), €(1)
ter napetosti, (1), oy, 0z(1)- Ce pa na telo deluje le oltbaps z), U2), Nastanejo pomikii ), defor-
Macije €52, €y (2) Ex(2) t€r NApetostt, (z), y(2), 72(2)- Pomiki, napetosti in deformacije zaradi prve
obteZbe so neodvisni od druge obte. Prav tako so pomiki, napetosti in deformacije zaradi druge
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360 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

obtezbe neodvisni od prve olitbe. Ker v izrazu za del®WV ., ki ga opravi resriina obtéba na virtual-
nih pomikih, nastopajo sile in napetosti, ki so neodvisne od virtualnih pomikov in virtualnih deform
cij, lahko zapsemo izraz3WV, tako (en&ba @.7)), da vzamemo prvo ohi#®o ps(1), ¥(1) kot resnéno
obtezbo, pomike in deformacije zaradi druge atiie, pa kot virtualne pomike in virtualne deformacije

ou

6(2), 56_;6 6_;5(2), 56_;/ = Ey(Q), 552 = 52(2).

Tako dobimo
oW1y = / Ps() () dS + / Uy - Ugz) dV.
R v

Ce updtevamdse enébo @.16), sledi

5WZ(1) = /ﬁs(1)~ﬁ(2) dS+/ v(1) - U(Q) dV = /( Ox(1 -5x(2)+5y(1)~5y(2)+52(1) -52(2))dv. (4.26)
57 v v

N

Podobno lahko zapemo deldS\V (5 druge obtébe na pomikih prve obibe tako, da vzamemo drugo
obtezbo ps(9), U(2) Kot resntno obtébo, pomike in deformacije zaradi prvee dtiie, pa kot virtualne
pomike in virtualne deformacije

ou

ﬁ(l), (5535 = gx(l), 55@/ = é?y(l), (5&?:2 = gz(l)-
Tako dobimo

OWa2) = / S(2) - U(1) dS + / Ug) - U(y) dV.
X% v

Ce updtevamdse enébo (@.16), sledi

W.2) = / Ps(2)- Uy dS+ / U2) -ty dV = / (Ga2)-

S v v

702 Ey() F Fo(2)-Exry) AV (4.27)

™
N
=
+
Q
=
r
(@)
N
=
_l_
)
©

Upostevamo Hookov zakon

—

Op(1) = 21Ex1) T A L1c1) €y Oy) = 2p &y F A 11y €ys O1) = 2pE0) A L1y €2 (4.28)
in

Ge2) = 218x2) t A L1c(2) €y Oy2) = 2HEy2) A [1c(2) €y Oz2) = 2 E(2) H A L1(2) €2 (4.29)
Enabo @.28 upcstevamo v 4.26

W,y = /[2M(5x(1) “Ex(2) T Ey(1)  Ey2) T Ex1)  Ex2) ) + Aie(r) 12y | AV (4.30)
4
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4.1 Izrek o virtualnih pomikih 361
ena&bo @.29 pav @.27)

W9 = /[2M(€}(2) “Ex(1) T Ey@)  Eya) t Ex2)  €xq1) ) T Mgy Liery | AV (4.31)
v

Iz primerjave enéb (4.30 in (4.3)) slediBetti-Rayleighjev izrek o vzajemnosti delaza idealno elastne
materiale

Z besedami ga opemo takole: virtualno delo prve olatee na pomikih druge ohtbe je enako virtual-
nemu delu druge obibe na pomikih prve obibe.

Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov

Zapisimo Betti-Rayleighjev izrek za naslednije tri primere: a) da na telo delujeta dkeviai sili, b) da
na telo delujeta ttkovna sila in tékovni moment ter ¢) da na telo delujeta dvakovna momenta.

a) Na telo delujeta dve @kovni sili

Prijemalite prve sileF|;, = Fi je totka M, prijemalite druge sileF}y) = Fy patakaN. Pomika
zaradi sileFy; v totkah M in N ozn&imo z iy in @ ys. Pomika zaradi siléy v tockah M in N
0zn&IMo zu s in iy (slikad.3).

Slika 4.3:V tocki M deluje silaF,;, v tocki N pa silaFy

Zapiimo virtualno delo siIeﬁM na pomikui,, x zaradi siIeﬁN
SWy = Fag - i,
ter virtualno delo silef'y na pomikuix »; zaradi sileFy,
W) = Fy -y
Upostevamo Betti-Rayleighjev izrelkd (32 in dobimo
Fy-iiyn = Fy - iinu. (4.33)
Sili Fyy in Fy ter pomikaiiy, v in @y, izrazimo z njunuma velikostima ter enotskima vektorjema
Fy = Fyéy, Fy=Fyén, UMN = UMN €M,  UNM = UNM EN. (4.34)
Izraze @.34) upacstevamo v4.33 in dobimo
Fyupyny = Fynuny. (4.35)

Al L] [a|]



362 4 Virtualni pomiki in virtualne sile
Ce stassiliFy; in Fy po velikosti enaki

Fun = Fh,
iz (4.39 sledi, da je

(4.36)

Enaba @.36) predstavlja Maxwellov izrek o vzajemnosti oziroma enakosti pomikov in pravi, da j
projekcijau;ny pomika t€ke M na smer sileFy,, ki je nastal zaradi sild'y, enaka projekcijiuy s
pomika t&ke N na smer sileFy, ki je nastal zaradi silé'y;, Ce sta sili po velikosti enaki (slikad).

Slika 4.4:up N je pomik ttke M v smeri sileFy; zaradi sileFy, ux s pa pomik téke N v smeti
sile F'y zaradi silel';

b) Na telo delujeta tékovna sila in tékovni moment

Delo tatkovnega momentaly, ki deluje v t@ki N, na zasukugy s okrog tccke N zaradi sileF),,
0zn&imo zJW. () in izraCunamo po eribi

SW, 0y = My - @nur.
Ce updtevamo Betti-Rayleighjev izrek, sledi

Fyruyy = My N (4.37)

Ce je sila po velikosti enaka momentude sta njuni velikosti enaki end’{; = 1in My = 1), sledi
(slika4.5a)

|[uMN = PNM- | (4.38)

¢) Na telo delujeta dva ttkovna momenta

V primeru dveh tgkovnih momentov dobimo, da je (slika%b)

[eMN = oNm-] (4.39)

Slika 4.5:a) uyv je pomik tacke M v smeri xx zaradi momental y, onum pa zasuk toke N
okrog osi yy zaradi silé";,
b) vy N je zasuk téke M okrog osi cc zaradi momenTZEfN, wNMm pa zasuk toke N
okrog osi bb zaradi momenfd M

Al [H] [«



4.1 Izrek o virtualnih pomikih 363

4.1.2 Podajnostna in togostna matrika

Podajnostni koeficienti
Pomike in zasuke skupaj imenujemo po&ani pomiki ali kar pomiki, sile in momente pa positoe

sile ali kar sile. Pri linearni zvezi med napetostmi in deformacijami so pomiki premo sorazmerni sila
Zato lahko pomikas sy in unas v (4.34) izrazimo s silama, ki sta povztdi ta pomika

upyN = fun Fn, unym = fnm Fu. (4.40)

Sorazmernostna faktorjfyn in fyas stapodajnostna koeficienta ki sta neodvisna od olitbe. Ve-
likost podajnostnega koeficienta je odvisna od lastnosti materiala, oblike in dimenzije konstrukcije tel
tock, na kateri se naSata.Ce @.40 vstavimo v #.35, dobimo

Fyr fun Fyn = Fn fvv Fu. (4.41)

Iz en&be @.47]) sledi, da je
(4.42)

Podajnostni koeficienf,;y dolota pomik na mestu in v smeri delovanja shigy, ki je nastal zaradi sile
Fy velikosti ena ¢ = 1) in je enak pomikufyy na mestu in v smeri delovanja sifey, ki je nastal
zaradi sileF; velikosti ena ¢, = 1).

Za primer konzole, ki je obtena v tdki M s silo Fyy in v toéki N z momentomM y, velja zaradi
Maxwellovega izreka, da je pomik viki M zaradi momentad/y = 1 enak zasuku v ki N zaradi
sile Fyy = 1 (4.6).

Slika 4.6:a) fy s je zasuk t6ke N okrog osi moLnentale zaradiMy =1,
b) furn je pomik t&cke M v smeri sileF); zaradiFy, = 1

Podajnostna in togostna matrika

Obravnavajmo primer, ko na telo delujejo I&€kovne sile in tékovni momenti oziroma pospéene
sile. V tem primeru doléimo pospl&eni pomik tako, da $tejemo vse pomike, ki jih povzégo na
dolocenem mestu v izbrani smeri posamezne pdspie sile:

Ui = Uil + U2+ F Uy + o+ U+ Ui (4.43)

Za delg, ki ga prispeva vsaka sila, uporabim40) in dobimo
M M
wi=>» uy =Y fiFj (4.44)
j=1 j=1
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364 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

Pospl&ene pomike zberemo v pospémni vektor pomikoyu|, pospld@ene sile pa v pospeni vektor sil
[F']. Vse podajnostne koeficiente z&pmo v podajnostni matriké']. 1zraz @.44) zapBemo z matrikami
takole

uy fu fe o fim | | A
uz | for fo2 - fom Fy
U f]\./ll fJL[Z fJ\/;M FM
ali krajSe
[u] = [FF][F]. (4.45)

Zaradi Maxwellovega izrekad(42) je podajnostna matrika simetria
[FF) = [FF)T. (4.46)

Ce zap$emo obratno zvezo w(44), izrazimo pospléene sile s pomiki
M
j=1

Sorazmernostni faktorjt;; so togostni koeficienti. Togostni koeficieht; doloCa silo v taki ¢, da je
pomiku; enak ena, vsi ostali pomiki pa so enakinizraz @.47) zapsemo v matiéno obliko

[F] = [K][u]. (4.48)

Ce @.48 vstavimo v @.45 ugotovimo, da je produkt podajnostne in togostne metrike enotska matrik
[1]
[FF][K] = [I]. (4.49)

Iz zadnje enébe sledi, da je
[K]=[FF]™' in [FF]=[K]". (4.50)
Ker je podajnostna matrika simetna, je simetna tudi togostna matrika
(K] = [K]" (4.51)
oziroma
kij = kji.
4.1.3 Primeri

Primer 4.1 Pri izpeljavi izreka o virtualnih pomikih smo zapisali zvezo med virtualnimi pomiki, zasul
in deformacijami z engbama(4.4). Pok&imo, da enébi (4.4) izpeljemo tako, da v izrazu, ki velja za
velike deformacije upggievamo le linearni del kinemétio manih pomikov! M@ni pomiku delca je
pomik, ki je skladen z vezmi.
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4.1 Izrek o virtualnih pomikih 365

SistemN delcevy, (d = 1,...,N), katerih gibanje je omejeno z vezmi, img, prostostnih stopen;j
gibanja. Lege delcev v sistemu lahko izrazimo z materialnimi koordinatamgi;, z; (d = 1,..., N) ali

s pospl&enimi koordinatamyj; (I = 1,. .., n,s)." Obravnavajmo gibanje delca, in zaradi preglednosti
opustimo pisanje indeksa Krajevni vektori doloca lego delca

r=7(x,y,2) =7(q1,- ., qn,,)- (4.52)

Mozni pomik @ delca2 dobimo, Ce zapsemo razliko krajevnih vektorjev dveh tah leg delcaz,
podanih z vektorjema(q1 + Aqi, - . ., qnyy + Aan,,) INT(q1, -+ Gny, )

—

U=7(q1+ A1 Gy + DBny,) =T (015 Gnys)- (4.53)

ZapiBimo en&bo @.53 Se v komponentni obliki, kjer oznaka,, k = x, vy, z predstavlja koordinate, y
in z:

ug = 2k(q1 + Ag1, -+ -5 Gnpy + Adn,,) — Tk(q15 - - -5 Gnyy ) k=mzy,z. (4.54)

Enaba, ki povezuje poljubno velike deformaci&; s pomiki jef

0B — Ouj  Ou; = Ouy Ouy  Ouy Ouy . Ou, Ou,  Ou; = Ou; N Ouy, %
K al‘z 61’j 81‘1 8{[:j 61’1 al'j 8([)1 81Jj 81’1 a:Ej PR 81‘1 al‘j, (455)
i?j - ‘/1:7 y? Z’
Funkcijezy(q1 + Aqu, - . ., @n,, + Agn,, ), (xr = z,, 2) razvilemo v Taylorjevo vrsto

(g1 + Aqi, .- Gy, T Agn,,) = xk(Qh o s )T

250 I s 92 4.56
+ZﬁAql ZZ o AqZAQm+> k:x,y,z. ( )
a(]l 8Qm
Pomikeuy, lahko ob up&tevanju enébe @.56) zapsemo s pospkenimi koordinatami
& 81:k SN 92y,
up = Z Aql Z Z 9004 AqAgm+ ..., k=xvy,z. (4.57)
=1 m=1 m

Komponente tenzorja deformacifg;; lahko zapsemo s pospienimi koordinatamite en&bo @.57)

t M. Stanek, G. Turk, Statika II, Fakulteta za gradiBevo in geodezijo, Ljubljana, 1996.
t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Fakulteta za gradbem geodezijo, Ljubljana, 1998.
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366 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

vstavimo v .55

QE.A_a %axjA %S:%S: axj Aq Agm, + +
ij _81‘1 £ q + — L aql 8qm q1 Adm cee
0 (&2 O L
+— A Aq Agy + ... | +
o) (; o+ Z Z G dg, 21 )
ny e (4.58)
+ Y 0 Z % A Z Z Ag Agy +
L oz, 2 Q + 8ql 8 Q@ AGm + ...
0[S axk s 0%y,
D — — A A A m .. ) ., ] — bl 9 *
Ce v endbi (4.58 updstevamo le linearnélene in uporabimo oznake
5 oxp,
Agq =6q, Odup= B dqi, k=uz,y,z, (4.59)

lahko komponente deformadij;; zapsemo v odvisnosti od pomika:;,. Komponenter;; vtem primeru
0ZN&imo zde;;

0 [ oz & dx; ¢ (du;)  O(6u;) . .
2652] - % ( 87 QZ> <Z ) 8.7)@ + 81‘3 y L) =Ty, 2. (460)

Pri izpeljavi enébe @.60 smo up&tevali, da je virtualni pomikz poljuben linearni del kinemaino
dopustnega pomika! Drugo izmed €ha4.4) izpeljemo tako, da odvod(du;)/0x; zapsemo kot vsoto
simetritnega in nesimeitnega dela

axi - 2 8% 8a:j 2 8%1 a:L’j

] = 0gjj + 0w;j, 4,j =x,Y,2.

Iz zadnje enébe sledi
axz 81"7 9 7’7.7 - xa?/? 2
Vidimo, da so tako izpeljane zveze med virtualnimi pomiki, deformacijami in zasuki povsem ena

tistim, ki veljajo za majhne deformacijéeprav nismo nikjer predpostavili, da so virtualni pomiki ali
deformacije majhni.

2 (5w,-j =

Primer 4.2 Pokaimo, da v primeru¢e vezi dopsajo pomik delcaz vzdok polkraznice, l&i virtualni
pomik na tangenti na polkémico. Pok@imo tudi, da v primeru, ko vezi dovoljujejo premikanje defca
po ukrivljeni ploskvi, virtualni pomikii tega delca I&i v tangentni ravnini na to ploskev.
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4.1 Izrek o virtualnih pomikih 367

Virtualni pomik 04 delca2z zapBemo s pospkenimi koordinatami z efdo @.59, ki jo v vektorski
obliki zapSemo takole:

Tps oF

Z = 5q, (4.61)

Vzemimo, da se dele@ lahko premika vzdd polowce kr@nice (slikat.7).

Slika 4.7:Delec 2 se lahko giblje le po polkimici

DelecZ ima eno prostostno stopnjo gibanja. Za= ¢ sledi
7= R cospé, + R sinpeéy,.
Iz (4.61) dobimo

o = g;dp (=R sinpé, + R cospéy) dp.
Doloc€imo virtualni pomikdw delcaz za primer, ko jep = 0. V tem primeru je
i = Ropeé,
oziroma
dug = 0, duy = Rop. (4.62)

Na sliki 4.8 prikazujemo virtualno premaknjeno lego delcari= 0. Velikost in predznak virtualnega
zasuka)p v enabi (4.62 sta poljubna, a ne nujno majhna!
\Y

| N

‘ 6@1 (SUyl

6@2 = 6”1/2

Slika 4.8: Virtualni pomik 6% delcaZ za legop = 0

Ce se dele lahko premika po ploskvf(z,y,z) = 0 v tridimenzionalnem prostoru, ima dve pros-
tostni stopnji gibanja’ = (g1, ¢2). Njegov virtualni pomik po engbi (4.61) izrazimo v odvisnosti od
pospl&enih koordinat; in g2
sit or Sar + or
U= — —
o1 """ dgy

Al L] [a|] (<] [«] ] [D>
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368 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

Ce izberemo za posgieni koordinatiz;, in g2 koordinatniérti ploskve, po katerih se delec lahko giblje,
sledi iz en&be @.63, da le&zi virtualni pomik 6« v tangentni ravnini na ploskev mnih pomikov. Tan-
gentna ravnina virtualnih pomiko¥i na ploskev manih pomikov I&i v tisti tocki, v kateri se delec
nahaja, preden ga virtualno premaknemda@ktM/). Velikost in smer virtualnega pomika v tangentni
ravnini stapoljubni (slika4.9).

tangentna
ravnina v tocki M

Slika 4.9: Virtualni pomik 6% lezi v tangentni ravnini na ploskev nanih pomikovf = 0

Primer 4.3 Dokazimo naslednjo trditev: naj bodi;(z) zvezne funkcije na intervatu< z < b. Ce je
enaba

. b
Z/ V;(z)ni(x)de =0 (4.64)
=1

zaddena zgooljubne zvezne funkcije;(z) (i = 1,...,n), morajo biti funkcije¥;(z) (i = 1,...,n)

enake nt na celotnem intervalu oddo b

’\Ill(x) =0; (i = 1,...,n).‘ (4.65)

Z n ozn&imo poljubno celd&tevilo.

Dokaz

Ker so funkcijen;(z) poljubne, jih lahko izberemo tako, da bo

m#0 in npg=---=mn,=0.
V tem primeru dobi enéba @.64) naslednjo obliko

b
/ \Ifl m dr = 0. (466)

a

Osnovna trditev pravi, da mora biti v primepoljubne funkcijen;, funkcija ¥, enaka ni¢ po celothem
intervalu a« < z < b. Da bhi to trditev dokazali, vzemimo, da funkcij; ni enaka ni po celotnem
intervalua < x < bin da obstaja podinterval; < = < z9 znotraj intervalga < xz; < z2 < b), kjer je
funkcija ¥, > 0 (slika4.10a). Poljubno funkcijay; (x) izberimo tako, da je

m(z1) = n(xg) = 0; m >0 v podintervalu x; < z < x9,
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a) b)
¥ U

| /\\//b - | \/\1 l\)
a x T x a T X x

Slika 4.10:1zbrani funkciji ¥, in 7,

Jrugtie piantriel Yalintsgral lipanalbeoFitivnegd (§lbg4rdRbozitiven

b )

/\Illnldx—/\Illnld{L‘>O,

a ]

kar je v nasprotju z osnovno etttz @.66). Sledi, da funkcijal; ne more biti pozitivna.ée sedaj
vzamemo, da obstaja podinterval intervala& = < b, v katerem jel; < 0, dobimo na podoben Gan,
da je zaradi poljubnosti funkcije,

b

/\Iflnldl'<0,

a

kar je zopet v nasprotju z osnovno &ba (4.66). Zato sledi, da je ertda @.66 izpolnjena leCe je
vzdoF celotnega interval&; (x) = 0. Prav tako pokzemo, da je

Primer 4.4 Z izrekom o virtualnih pomikih doimo ravnot&no en&bo in staténi robni pogoj za pal-
ico s konstantnim piim prerezome,, obté&eno s siloF' in podprto, kot ke slika4.11 Pri tem
updstevajmo, da je v palici enoosno deformacijsko stanje. RaZnoten&bo in pripadaj@i robni
pogoj najprej izrazimo z notranjo osno sil¥,, hato pa ob upstevanju linearno elasthega modela
materialaSe s pomikona,.

Slika 4.11:Pri z = 0 sta prepréena pomikau, in u., priz = L je u, = 0 ter deluje vodoravna
silaF’
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370 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

Zvezo med deformacije,., in pomikomu, = u v 0si palice (enoosno deformacijsko stanje) podamo z
naslednjo engbo

du(x)
<x<L: = Ezx » .
0<z<L I Exa(T) (4.67)
kinemattni robni pogoj prizc = 0 pa je
z=0: u = 0.

Izrek o virtualnih pomikih uporabimo tako, da vanj vstavimo znane kingmatizveze za virtualne
pomike, nato integriramo po prostornini telesa in dobimo ravi@esnabe, ki pripadajo danim kine-
maticnim pogojem.

V obravnavanem primeru so znane kineriagi zveze za dejanske pomikge updtevamo4.4), zapsemo
kinemattne pogoje za virtualne pomike takole:

d[ou(x)]
dz

0<z<L: = gz (). (4.68)

Kjer so pomiki predpisani, so virtualni pomiki enakérend&ba @.6))
z=0: ou = dug = 0.

Izrek o virtualnih pomikih (enéba @.20) oziroma @.25) zapsemo v naslednji obliki

L

quL_/axxaga;m dV—/(/ Oz (SExdix)d(E
4

0 x

V zadnjo enébo vstavimo kinematno zvezo za virtualni pomiki(68

L

Fouy = O/L { M/ s d[(ssf)] dAx}d:c: 0/ di?( / s dAz>d:n, (4.69)

x T

upacstevamo definicijo osne sile
N, = / Opx Ay
Ly

in zapSemo

L
Fouy, = /Nx dgz” dz.
0

Al [H] [«



4.1 Izrek o virtualnih pomikih 371

Enatbo integriramo po delihCe staa(x) in b(z) zvezno odvedljivi funkciji, velja

/ alw) ¥ (&) do = afa) )| - / o/ (x) b(x) dz. (4.70)

Z d/(z) je ozn&en odvodia/dz, zV/ () pa odvoddb/dx. V obravnavanem primeru je
a(x) = Nz, b(x)=06u, x1=0, x2=1L

in dobimo
L

Féur, = (N, 5u)}§ —/
0
Po delih integriramo tolikokrat, da v kénih izrazih nastopajo le med seboj neodvisne virtualne kine
maticne kol€ine. V prikazanem primeru je bilo dovolj, da smo po delih integrirali enkrat. Po uredity
sledi

dN,

. dudzr.

L
F oup, = N, dur, — Nyg dug — / dgx oudx.
0
Upostevamo, da jéug = 0 in dobimo
L
(F — Nyp)dur, + / % dudxr = 0. (4.71)

0

Da je virtualni pomik linearni del mmega pomika, smbe upétevali (enaba @.69). Sedaj upétevamo
Se lastnost virtualnih pomikov, ki pravi, da soljubni. Vzemimo, da jedu; = 0. Tedaj ostane
fOL dN;/dx dudz = 0 in ker sodu poljubni, mora biti tudidN,/dx = 0 (glej primer 4.3). Ker je
ouy, poljuben, lahko vzamemo tudi, da je r&an od nt, in dobimoF = N, ;. Iz en&be @.77) sledi

0<z<L: dN””:o,
dx
r=1L: Ngr = F.

Prva endéba predstavlja ravnatai pogoj vzdoz palice (obmdje #), druga pa ravnoti pogoj na robu
palice, to je robni pogoj (obnije .#,). En&bi sta izraeni z notranjo silaV,.

Cezelimo z izrekom o virtualnih pomikih izpeljati ravndteo enébo in stattne robne pogoje izkzne s
pomiki, moramo upstevati tudi enébe snovi (zveze med napetostmi in deformacijami) ter kingmati
pogoje za resiine pomike.

Vzemimo, da je zveza med napetostmi in deformacijami lineakhjg konstanta)

Ope = Feug. (4.72)
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372 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

Kinemattni pogoj za restiine pomike smo podali z eélao @.67). lzrek o virtualnih pomikih 4.69
zapBimo ob up&tevanju zveze med napetostmi in deformacijadnird in kinemattnega pogoja4.67)

L

Féup = /{/ E dulz) diou(z)] dAx}dx = /LEAI du d(ou) dx.
0 o, 0

dx dx dr dx

Zadnjo enabo integriramo po delih (eha @.70)

a:EAxd—“, CLCLO) b= du, da=2 (EA, %) o
dx dx

in zapsemo

F6uL = <EAm du(Su)
dx

du
- (E e dx>

oziroma ob upstevanjuug = 0

L
du d du
F—-(EFA, — 1) — | EFA; — | dudz = 0.
0

Ker so virtualni pomiki poljubni, je zadnja efla izpolnjena lege je (glej primer 4.3)

Lofa d
—/(EAmu)(Sudx:
o dx dx

L
ouy, — <EAx du) (5u0—/d <EAx du) dudzr,
oI dxr ) |, ) dx dx

d du
0<x<L: — |(EFA,— ) =0,
=T= dm( dx)

du
z=17L: FA,—=PF.
dx

Ravnot&na endba in robni pogoj sta sedaj iz@na s pomikonu in njegovimi odvodi.

Primer 4.5 Obravnavamo isti mehanski problem kot v primérd. Izpeljimo ravnot&ne enébe in
pripadajcte robne pogoje, izigene s pomikice je zveza med napetostmi in deformacijami nelinearne
(E je konstanta)

Opz = B /02!
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Zapisemo izrek o virtualnih pomikih

L

L
FéuL:/amé»sde:/[/ Oy 0€zz AA, } /</E\/z—:m<55mdA )d:p—
4 0

0 o,
1 ot onor— ] [oan 25 o

Zadnjo enabo integriramo po delih (egha @.70)

a=FA, d£7 db:d(6U)d$ —  b=u, da_d<EAx du>dx
X

in dobimo

L
du L d du
F = EFA, — F A, —
our, ( dg;6> . /d:c( dx>5udx

L
du du d [du
= (EAI dx) x:LéuL — (EAI d:v) m:05u0 _/daz <EA dm) dudz,

oziroma ob upstevanju robnih pogojev za virtualne pomikey = 0

L
du d du
F—-|FEFA, 0 — | EAz\/— | dudx =0.
( da:) IZJ uL+/dw< da:) war

0
Ker so virtualni pomiki poljubni, je zadnja e@la izpolnjena leGe je (glej primert.3)

d du
<r< il =) =
0<z<L dx(EAx dx) ,

v=1 pa MR
dx

Primer 4.6 Naprava za raziskovanje lunine p&ime na vesoljskem vozilu je sestavljena iz togih palic,
linearno elasttne linijske vzmeti ter detektorske glae(slikad4.12). DoloCimo togost linijske vzmeti
tako, da bo pri kotu) = 120° velikost navgine kontaktne silé” enaka 20 N! Teo togih rcic in glave
zanemarimo. Sila v vzmeti je enakd rie je kot = 80°. Razdaljazc = 12 cm, s pa je 33 cm. Nalogo
reSimo z izrekom o virtualnih pomikih.
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4 Virtualni pomiki in virtualne sile

I |
s . .
r ‘ smer gibanja

Slika 4.12:a) Lega naprave pri nestisnjeni vzmeti b) Lega naprave pri stisnjeni vzmeti

Za obravnavani primer zag@mo izrek o virtualnih pomikih z edho
F - 07p = Wi (4.73)

IzraCunajmo najprej deléW,, ,, napetosti na virtualnih deformacijah v linearno elésitiinijski vzmeti.

V ta namen obravnavajmo ravni linijski nosilec s konstantnintpi@ prerezomz, in dolzino L, ki je
v krajistu A obtezen s siloF 4, v krajiscu B pa s siloF'g,! Sili F4, in Fg, sta enako veliki in nasproti
usmerjeni (slikd.13. Delo §W,, napetosti na virtualnih deformacijah izrazimo z notranjo $ilpin z

virtualnima pomikomajug in duy, krajist nosilca.

‘ Pz A B Iy .
Sug | ouy, X
DR S—
zy

Slika 4.13:Nosilec je obtéen v krajitih s silamaFy,, in Fig,

V palici predpostavimo enoosno deformacijsko stanje

du(x)
dz

Al [H] [«
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Kinemattne pogoje za virtualne pomike z&8pmo z enébo

d[ou(x)]

<zxz<L:
O<zs dx

= dezz ().

Delo 6W,, za obravnavani primer z&g@mo takole:

L L
SW, = / O 00 AV = / < / Gz O dAw> dr = / { / O d{‘;;‘(x)] dAI}da: =
X
4 0 0

L

_ /L d(i:) </ s dAx)dx — /LNI di:) do = Nx/d(5u) = N, (Sug, — up).
0

0 0

x

Upostevali smo, da se osnha sila vzialosilca ne spreminjaiV,, = konst. Prikazani element lahko
predstavljdinijsko vzmet, ki jo shemattno narsemo na sliki4.14

E4z FBZ
L ANV

Slika 4.14:Linijska vzmet

Ce vpeliemo oznake
Ny, = N, duy = dup — dua, oWy = W o,

dobimo
OWnw = Ny duy. (4.74)

Pritem jeN, notranja sila v vzmeti zaradi dejanske atiie,ju,, pa virtualna sprememba dihe vzmeti.
Ce je vzmet linearno elasta, lahko izrazimo notranjo sil&y, s togostnim koeficientorg,, in s spre-
membo datine vzmetiu,

N, = ky uy
in sledi
W o = ky Uy Oy. (4.75)
Izrek o virtualnih pomikih 4.73 je sedaj
F 67 = ky uy Oty. (4.76)

Dolociti moramosedrr
TP = TF € + Yr €y
kjer je
2 2
1] [«

s ¥ ¥
xF:s+asin§, yr ="7a cos%—?a cos:7a<cos20—cos>
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. AN Yo AR
rF = s—{—asmE €x+7a cos?—cosg €y-

Spremembo ddine vzmetiii,, zapsemo z engbo

in sledi

— —/ —
Uy =Ty — Ta

Ker je
v U v
_'1:_’1/:7acos—0é'y, 7= (s—2asin— é’$+7acos—0é'y,
2 2 2
Y v,
7y =|5—2asin— é’x+7acos—0€y,
2 2
sledi
Z o N/ T /A
= in — — sin —
1y als 5 S 5 €
oziroma

N I v
Uy =20 sm?—sm§ .

Pri zapisw7r updstevamo, da ima obravnavani sistem eno prostostno stopnjo gilﬁ?mjm pospléeno
koordinato izberemo kaf, sledi

L orr _a 9 v
OTFp = 8—19519 =3 <cos 5 ér + 7 sin 5 ey> 0.
Na enak nain izraCunamodu,,
_0(0uy) o, )

OUy = 59 519——@0082(519.

Ker je F=F €y, zapsemo izrek o virtualnih pomikih4(76) takole:
a_ . 9 . Yo .U 9

F§7 Sln§519 =ky2a (sm2 —51n2> (—a 0082519) .

V zadnji end&bi izpostavimaj¥
.U Y. % . ¥\|a
TF smE +4dak, COSE <sm2 —81n2>] 5(519 =0

in updstevamo, da jév poljuben ter dobimo iskani izraz za togost vzmeti

7F sing
by = — 2 .
v 9 (. Yy o0
4a cos — | sin — — sin —
2 2 2
Vstavimo vrednostis = 12 cm, g = 80°, 9 = 120° in F' = 20 N ter dobimo
7 - 20 sin 60°

ky = = 2263 N/m = 22,63 N/cm.

4-0.12 cos 60° (sin 40° — sin 60°)
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4.2 lzrek o virtualnih silah

Mejno ploskevs obtezenega in podprtega deformabilnega telesa razdelimo n#gdéer je predpisana
povisinska obtgbap’s in na del.7,, kjer so predpisani pomiki (slika4.15)

S =Sy U S

Zaradi povsinske obtgbep’s in prostorninske obtbe se telodeformira. Pomik poljubne toke telesa
ozn&imo zi(x, y, z), predpisane pomike ozdiano z i, (slika4.1%).

zacetna lega deformirana lega

Slika 4.15:Deformirano lego telesa datajo pomiki

Predpostavimo, da pomiki(z, y, z) izpolnjujejo kinemaitne pogoje:

ou _, _ , ou _ , _ ou _ .
%zax+wxex, 8—y:6y+wxey, &:az—i—wxez 4.77)
ter kinemattne robne pogoje
Syt U= Up. (4.78)

Sedaj si zamislimo, da obravnavadeformirano telo obt&imo s poljubno virtualno povr Sinsko
obtezbodps in spoljubno virtualno prostorninsko obtezbod, ki povzrcCita virtualne napetosti 67,

Vi BIAG-oitEBd diniramo takole:

Virtualna obtébadps in §v'ter virtualne napetosdic,;, 65, in §¢, morajo izpolnjevati ravnote pogoje

0(65,)  0(6d,) (83, T

y, Q%) 200, 007 | 5y, (4.79)
ox dy 0z

v €y X 0Gy + &y X 85, + &, x 65, =0, (4.80)

S 0ps = 60, €5z +55y €Sy + 67, eg,. (4.81)

Virtualna obt&ba jeneodvisnaod obt&b pis in ¥, ki na telo delujeta.

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Fakulteta za gratbem geodezijo, Ljubljana, 1998.
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~ 5 2 deformirana lega
palnes

Slika 4.16:Deformirano telo obt&mo z virtualno obt&bodp’s in 67

Delo virtualnih obtéb éps in 64 na dejanskih pomikik imenujemadopolnilno virtualno delo zunan-
jih sil in ga ozn&imo zoW;

SW :/ﬁ-aﬁsds+/a-5ﬁdv. (4.82)
5 v

Ker Zelimo z izrekom o virtualnih silah izpeljati kinemétie enébe, ki pripadajo ravnoimim en&bam
zanedeformirano lego telesd predpostavimo, da so pomiki zanemarljivi in integriramo po objiho
<1in ¥za&etne lege. Endbo 4.81) vstavimo v 6.82

SWr = /ﬁ- (66, €50 + 06, €5y + 65, €52) dS + /U §7dV =

7 4 (4.83)
_ /[ (63, - @) ess + (56, - ) ey + (65, - ) e5.] dS + /ﬁ. S5dV.
57 v

Integral po sklenjeni ploskvi” pretvorimo z Gaussovim integralnim izrekom (€ba @.9)) v integral
po prostorniniy’

. 9, . J ., . J,.. . Lo
W —/[837((501-11,)—1—ay(day-u)—i—az(éaz-u)} dV—i—/u~5vdV—
v
(000G, 0068,  0(6F.) ] / L ed . oda . 9@
—/[ B + By + s + 0U| -udV + 00, 8x+6ay ay—l—&az 9, dV.
(4.84)

Ce upétevamo ravnotai pogoj @.79, sledi, da je prvi integral na desni strani éha @.84) enak nt.

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, Fakulteta za gratbem geodezijo, Ljubljana, 1998.
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Ko updstevamdse endabo @.77) in pravilo za mé&ani produkt treh vektorjev (etba @.14), dobimo

6W::/[65}6-(é’x+@’><é’x)+6&’y-(§'y+5xé’y)+55'z-(§'z+@’xé'z)]dV:

4
:/(5555~5x+65y~§y+5ﬁz-@)dV—k/((éggxé&x—i—éyxé&y—ke}xé&z)-w)d‘/.
V4 V4

(4.85)
Izraz v okroglem oklepaju v zadnjem integralu je zaradi momentnih raznibtgpogojev 4.80 enak
ni¢. Zato je
W} = /(5&,; Ep + 00y - €y + 00, - ;) dV. (4.86)
4

Izraz na desni strani etbe @.86) predstavlja delo virtualnih napetosti na dejanskih deformagijahy,
in £,. Ozn&imo ga zdW,;, imenujemo pa ga tualopolnilno virtualno delo notranjih sil :

SW = / (03, -, + 0, - &+ 06 - £.) dV. (4.87)
v

Z upcstevanjem definicij@W} (4.82) lahko en&bo @4.86) zapsemo takole:

/ﬁ- 5ps dS + /ﬁ- 57dV = /(5@ oy + 65y &)+ 06, - £,) dV. (4.88)
5 v v

Enabo @4.88 zapsemo tudi v obliki
oW} = oW, (4.89)

Enaba @.88 oziroma @.89 predstavljazrek o virtualnih silah oziroma izrek o dopolnilnem virtual-
nem delu. Z besedami ga izrazimo takole:

Ce so izpolnjeni kinematni pogoji, je dopolnilno virtualno delo zunanjih 8V}, ki ga opravijovirtu-
alne siledps in §v na dejanskih pomikih enako dopolnilnemu virtualnemu delu notranjisVgjf, ki ga
opravijo virtualne napetosti na dejanskih deformacijah.

Velja pa tudi obratnote je dopolnilno virtualno delo zunanijih sil pri virtualni obte enako dopolnil-
nemu virtualnemu delu notranijih sil, &polnjeni kinemati¢ni pogoji. Dokazimo!

Desno stran eritdbe @.88 razsirimo tako, da engbo @.79 skalarno mndimo s pomikomi, ena&bo
(4.80 pa z zasukonw ter tako dobljena izraza integriramo po obEjoy. Ker sta ravnotena pogoja
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380 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

izpolnjena, je velikost pétetih izrazov enaka @iin en&be @.88 ne spremenimo

/ﬁ-éﬁsd5+/ﬁ~517dV:/(5}'65x+5y-55y+5z-56z)d1/+

S V4 V4
0(60,) 0(6dy) = 0(65) N . L. L oy o
+/[ 5 + By + % + 60U -udV—l—/((ewx50x+ey><5ay+ezxéaz)-w)dv.

(4.90)

V end&bi (4.90 updstevamo pravilo za ndani produkt treh vektorjev4(14) in pravilo za odvajanje
produkta dveh funkcij

/a’-éﬁgdSJr/ﬁ-dﬁdV—
k2 %

:/[(s}Jrﬁxéw)-56x+(5y+cv><éy)-5c?y+(5z+cv><€z)-562]dv+

5 } (4.91)

Drugi integral na desni strand(91) spremenimo z upsievanjem Gaussovega integralnega izrék@) (

/ﬁ-dﬁgdS—/((@—i—@’><€w)~55z+(5y+o3><€y)-65y+(5z+c3><€z)~55'z)dv+
54

-+ / U -00) esy + (U - 60y) esy + (U - 00) es.) dS— (4.92)
5
ou ou ou
/ ( <00, + a—y 00y + 9 50z> av
4

Pri integriranju po mejni ploskvi”v enabi (4.92 upastevamo, da lahko mejno ploske¥razdelimo na
del.7,, kjer je predpisan pomik in na det,, kjer je predpisana olitba. Pri tem na levi, kjer je zapisano
delu zunanjih sil, upstevamo enzbo @.78 in na obm@ju .7, namestoi piSemowu,. Na desni strani
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enabe @.92 obravnavamo delo notranjih sil po telesu, kjer pomike ¢ina z .
/’Ufp-(SﬁgdS-i- /ﬁ'5ﬁ5dsz

L “,
/[(a}ﬂﬁ><€I)-5&I+(§y+ﬁ><éy)-5&y+(5z+ﬁx€z)-5&z]dv+

(4.93)

_l’_

U- (00, esq + 00y esy + 07. eg;) dS + / U- (00, esy + 00y esy + 90, eg,) dS—
“»

ou ., ou ., o0u _,

Integrala pa¥,, in ., na desni strani elihe prenesemo na levo stran

/ Uy - 0ps dS — / U- (003 €5z + 05y egy + 05, e5,) dS + / - 0ps dS—
L S
/ (00, esp + 00y esy + 00, e5,) dS =

in updstevamo enzbo (4.81)

/(ﬁp—ﬁ)-éﬁstJr/(ﬁ—a)-dﬁsdsz
Zp

—

(G + @ X &) - 065 + (5, + @ X &) - 65y + (6 + & x &) - 65.] dV —

oy 0z

S
v
—/(m'56w+8u'56'y+au~5&’z>dv.
ox
v

Ker je drugi integral na levi strani zadnje éte enak ra, je delo virtualne obtbedps na obmdaju .7,
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382 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

enako nt in dobimo:

/(ﬁp—ﬁ)-éﬁgds—

L . . ou o L L L ou R L . L ou N
:/Kem—i—wxem—(%)-dam—l—<6y—|—w><ey—ay)-éay—i—(zfz—i—wxez—&z)-éaz]dv.
4
(4.94)

Ker je virtualna obtiba poljubna, mora veljati (glej primér4)

» ou L Gxe ou
D =g tdxe -
81’ xT x> 8y
U

ou L
— =&, t+W X ey,

0z

—

=&y T W X €y,

Fu

Tako smo dobili kinematine pogoje za podije ¥in za del mejne ploskve, .

Ce na telo dinkuje tudin totkovnih virtualnih sil§F; in ny; totkovnih virtualnih momentov 1\,
dobi izraz za delo virtualnih obkd na dejanskih pomikih naslednjo obliko

nr nnv
5Wz*_/ﬁ-aﬁSdSJr/a-amv+2m-5é+2@-5ﬂj. (4.95)
K7 y i=1 j=1

Z i; ozn&imo pomik prijemakca virtualne siley F;, z J; pa zasuk na mestu delovanj&kovnega vir-
tualnega momenta\/;.

Ker priizpeljavi izreka nismo uggievali zveze med napetostmi in deformacijami, velja izrek o virtualnit
silah zapoljubno zvezno snov

Izrek o virtualnih silah uporabljamo pri$evanju nalog, pri katerih izberemo staib dopustno virtualno
obtezbo, dol@amo pa k izbrani virtualni obkbi pripadaj@e kinematine pogoje.

Z ustrezno izbiro virtualne obtbe lahko z izrekom o virtualnih pomikih izZtanamo pomik ali za-
suk nekega delca stétio dol@ene konstrukcije ali pa izéanamo notranje sile ter pomik stib
nedol@ene linijske? konstrukcije.

4.2.1 Primeri

Primer 4.7 Na ravni gredni nosilec konstantnega preega prereza postavimo st&tio dopustno virtu-
alno obt&bo v smeri osic. Virtualna obt&ba &inkuje v vzddni smeri nosilca (smet) in je razlicna
od ni¢ po celotnem nosilcw,, = .7 (slika4.17)!
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o E
< z

L 1

Oy Lo oe _ Lon OB
s
vz

Slika 4.17:Virtualna obteba je raziéna od né vzdok osi in v krajnih prerezih

Virtualna obtegba mora izpolnjevati ravnataee pogoje:

N,
0<xz<L: d((;xx) +062, =0, (4.96)
2=0: 6N, (+0)+ Ry =0, (4.97)
z=L: —6Ny(L—0)+06R;=0. (4.98)

Dolotimo pripadajée kinemattne pogoje z izrekom o virtualnih silah! lzrazimo kinentag pogoje
vzdolz osi nosilca tudi z notranjo sil&/,.! Pri tem up&tevajmo, da sta 0giin z glavni vztrajnostni osi
skozi t&i&e prereza.

Delo virtualnih obtéb na dejanskih pomikih zagimo po enébi (4.95
L
W} =0Roup+ R ur, + /53%(3:) u(z) dz,
0

ker jeug pomik priz = 0, uz, pomik priz = L, u(z) pa pomik v poljubni téki vzdo osi nosilca. Z
upcstevanjem ravnoie enébe vzdot osi nosilca (enéba @.96)), sledi

L
N,
W} =06Rouo+ R ur — /ud(zxx)dx
0
Integriramo po delih (eréa @.70) in dobimo

X

L
d
W =6Rouo + 0Rpur — (udN,) |5 + / d“ SN, dz =
0

L
d
— §Rouo + 0Ry ur, — w(L) 5N, (L) + u(0) 6N, (0) + / M 5N, do.
0

UpaStevamase ravnotena pogoja na obeh konceh nosildad() in (4.99 in zapsemo
L
5W; =0Rpug+ Ry, uy, — u(L) ORy — u(O) ORy + / 7.% 0N, dzx.
0
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384 4 Virtualni pomiki in virtualne sile

Delo virtualnih napetosti na dejanskih deformacijah je odvisno lIé®d., saj so vse druge virtualne
napetosti enake @i

L L
oWy = /em 004, dV = /sm</6am dAm>d;v = /sm ON, dz.
v 0 o, 0

Izrek o virtualnih silah zagiemo tako, da izeitano delo virtualnih obtgb na dejanskih pomikih z delom
virtualnih napetosti na dejanskih deformacijd — oW =0

0Rg [Uo — ’LL(O)} + Ry, [’LLL - U(L)] + /(Zz — E:m> ON, dx = 0.

Iz slike 4.17 lahko vidimo, da je pomik pric = 0 predpisanug = u,0 = 0, pomik priz = L pa je
odvisen od zunanje olitbe. Ker je virtualna ob#ba poljubna, je zadnja e@lda izpolnjena lee velja
(glej primer4.4)

O<ax<L: dfu:amm
dx
x=0: u(0) = ug = upo = 0,
x=1L: uw(L) = ur,.

Dobili smo kinemattni pogoj vzdo osi nosilca in kinematha pogoja za krajna prereza nosilca. Kaj
povedati o, in .#,??

Ce izberemo linearno zvezo med napetostjp in deformacijos ...
Ope = Feps, (E = konstanta)

in updstevamdase zvezo med vzdbhimi normalnimi napetostmi in notranjimi silami grednega nosilca

_Ne
Ogx = A;r:’
zapiemo izraa W takole:
i 1 N, LN ON,
5Wn:/ EA, 00 zp dA, dx:/ FA dx.
0 | .o, 0

Izrek o virtualnih silaW; — 6W* = 0 zapsemo v tem primeru z edho:

L
Ry [up — u(0)] + SRy, [ur, — u(L +/< )5N dzx = 0.
0
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