
6.1 Geometrijska nelinearnost ravnega nosilca v ravnini 595

Robni pogoji so:

v(0) = 0,
dv

dx

∣∣∣∣
0

= 0, v(L) = 0,
dv

dx

∣∣∣∣
L

= 0

FE = Fkr(1) =
π2E Iz
(0.5L)2

, v = A

(
cos
(

2π x
L

)
− 1
)
.

B) V enem krajǐsču nosilca je preprěcen prěcni pomik ter predpisana vrednost za upogibni moment
(My = 0), v drugem pa sta preprečena zasuk in prěcni pomik.

Robni pogoji so:

v(0) = 0,
dv

dx

∣∣∣∣
0

= 0, v(L) = 0,
d2v

dx2

∣∣∣∣
L

= 0

FE = Fkr(1) =
π2E Iz
(0.7L)2

, v = A [sin k x− k L cos k x+ k (L− x)], kL = 4.493.

C) V enem krajǐsču nosilca sta preprečena prěcni pomik ter zasuk, v drugem krajišču pa sta upogibni
momentMy in prěcna silaNy enaka nǐc.

Robni pogoji so:

v(0) = 0,
dv

dx

∣∣∣∣
0

= 0,
d2v

dx2

∣∣∣∣
L

= 0,
d3v

dx3
+ k2 dv

dx

∣∣∣∣
L

= 0

FE = Fkr(1) =
π2E Iz
(2L)2

, v = A
(
cos
(π x

2L

)
− 1
)
.

Najmanǰso kritično silo za vsěstiri prikazane primere, ki jih imenujemoEulerjevi uklonski primeri ,
lahko zapǐsemo z eno enačbo

FE = Fkr(1) =
π2E Iz
L2

u

, (Iz = Imin). (6.90)

Z Lu je oznǎcenauklonska dolžina nosilca, ki predstavlja dolžino med dvema sosednjima prevojnima
točkama

Iz enǎcbe za kritǐcno siloFE sledi, da je ta sila odvisna od geometrije nosilca in od oblike podpiranja
Imin, Lu in od vrste materialaE.

Pri obravnavanju ravnotežja nosilca na deformirani legi definiramǒse vitkost nosilcaλ in varnost
nosilcaVE glede na nastop najmanjše kritǐcne sileFE . Vitkostλ je definirana z enǎcbo

λ =
Lu

imin
, imin =

√
Imin

Ax
, (6.91)
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varnostVE pa z enǎcbo

VE =
FE

Fdej
(6.92)

Z Ax je oznǎcena plǒsčina prěcnega prereza nosilca, količinaimin je najmanǰsi vztrajnostni polmer,Fdej

pa je velikost tlǎcne sile, ki na steber deluje.

Slika 6.20:Uklonske doľzine Eulerjevih uklonskih primerov

6.1.2 Togostna matrika linijskega elementa z ravno osjo po teoriji II. reda

Določimo togostno matriko[ k ] linijskega elementa s konstantnim prečnim prerezom in z ravno osjo za
primer ravninske konstrukcije v ravninix, y.

Togostna matrika[k] linijskega elementa je definirana z enačbo[
[ni]
[nj ]

]
= [k]

[
[ui]
[uj ]

]
oziroma [n] = [k] [u]. (6.93)

Z [ni] in [nj ] oznǎcimo vozlǐsčne sile

[ni] =

nix

niy

miz

 , [nj ] =

njx

njy

mjz

 , (6.94)
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z [ui] in [uj ] pa vozlǐsčne pomike linijskega elementa (slika6.21)

[ui] =

uix

uiy

ϕiz

 =

 ui

vi

ϕiz

 , [uj ] =

ujx

ujy

ϕjz

 =

 uj

vj

ϕjz

 . (6.95)

Slika 6.21:Vozlišče sile in vozlǐsčni pomiki linijskega elementa v ravnini

Koeficiente togostne matrike[ k ] določimo z integracijo ravnotěznih enǎcb (1.85)

du

dx
=

N

EAx
,

d4v

dx4
+ k2 d

2v

dx2
=

1
E Iz

(
PY −

dMz

dx

)
, (6.96)

pri čemer upǒstevamo ustrezne robne pogoje. Sk2 je oznǎcen izraz

k2 =
F

E Iz
.

Povedati, da zanemarišεxx na pomikv in zasukϕz! Drugǎce pa ne!

Določiti želimo zvezo med silamanix in njx ter pomikomaui in uj na sliki 6.22.

Slika 6.22:Element obtězimo z vozlǐsčnima silamanix in niy, vozlišči i in j pa premaknemo za
ui in uj

Iskano zvezo dobimo,̌ce rěsimo prvo izmed diferencialno enačbo (6.96)

d2u

dx2
= 0 (6.97)

ob upǒstevanju robnih pogojev

x = 0 : u(0) = ui, x = L : u(L) = uj . (6.98)
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Enǎcbo (6.97) dvakrat integriramo

du

dx
= A1, u = A1 x+A2 (6.99)

in upǒstevamo robna pogoja (6.98). Tako dobimo izraza za integracijski konstantiA1 in A2

A1 =
uj − ui

L
, A2 = ui (6.100)

ter izraz za pomiku

u =
uj − ui

L
x+ ui. (6.101)

Upǒstevamo enǎcbo (glej (1.81))
du

dx
=

Nx

E Ax
(6.102)

ter prvi izmed enǎcb (6.99) in (6.100) in dobimo

du

dx
=
uj − ui

L
=

Nx

E Ax
→ Nx =

E Ax

L
(uj − ui). (6.103)

Ker je osna silaNx = −nix = niy (slika6.22), zapǐsemo iskani zvezi takole:

nix =
E Ax

L
(ui − uj), njx = −E Ax

L
(ui − uj). (6.104)

Mogoče takole:???

du

dx
=

N

EAx
→ du =

N

EAx
dx →

→ uj − ui =
∫ L

0

N

EAx
dx =

∫ L

0

H + V ϕz

E Ax
dx ≈

∫ L

0

H

EAx
dx =

H L

E Ax
.

Pri x = 0 jeH enak−nix, pri x = L pa jeH enaknjx. Sledi (6.104).

Določiti moramoše zvezo med silamaniy, njy in momentomamiz, mjz ter pomikomavi, vj in za-
sukomaϕiz, ϕjz za linijski element na sliki6.23.
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Slika 6.23:Element obtězimo z vozlǐsčnima silamaniy in njy ter vozlǐsčnima momentomamiz in
mjz, vozlišči i in j pa premaknemo zavi, vj , ϕiz in ϕjz

Iskano zvezo dobimo,̌ce integriramo drugo izmed enačbo (6.96)

d4v

dx4
+ k2 d

2v

dx2
= 0, k2 =

F

E Iz
. (6.105)

ob upǒstevanju robnih pogojev

x = 0 : v(0) = vi,
dv

dx

∣∣∣∣
x=0

= ϕiz, x = L : v(L) = vj ,
dv

dx

∣∣∣∣
x=L

= ϕjz. (6.106)

Partikularni del rěsitvevp = 0, zato je

v = C1 sin kx+ C2 cos kx+ C3x+ C4. (6.107)

Integracijske konstanteC1, C2, C3 in C4 določimo iz robnih pogojev tako, da izraz (6.107) vstavimo v
(6.106) in iz štirih enǎcb izrazimoštiri konstante:

C1 =
1

k2 L cos(kL/2)− 2 k sin(kL/2)

(
k cos

kL

2
vi − k cos

kL

2
vj+

+
(
kL cos

kL

2
− sin

kL

2

)
ϕiz + sin

kL

2
ϕjz

)
,

C2 =
1

2 k2 L sin(kL/2) cos(kL/2)− 4 k sin2(kL/2)

(
k (cos kL− 1) vi + k (1− cos kL) vj+

+ (kL cos kL− sin kL)ϕiz + (sin kL− kL)ϕjz

)
,

C3 =
1

kL cos(kL/2)− 2 sin(kL/2)

(
−k cos

kL

2
vi + k cos

kL

2
vj − sin

kL

2
ϕiz − sin

kL

2
ϕjz

)
,

C4 =
1

2 k2 L sin(kL/2) cos(kL/2)− 4 k sin2(kL/2)

(
k (cos kL+ kL sin kL− 1) vi+

+ k (cos kL− 1) vj + (sin kL− kL cos kL)ϕiz + (kL− sin kL)ϕjz

)
.

(6.108)
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Izraze (6.108) smo dolǒcili s programom Mathematica z naslednjimi ukazi:

v[x_] = C1 Sin[k x] + C2 Cos[k x] + C3 x + C4 ;
res = Solve[{v[0]==vA, v'[0] == fiA, v[L] == vB, v'[L] == fiB},{C1,C2,C3,C4}];
Print[" C1 = ", Simplify[Expand[C1 /. res[[1]] ]]];
Print[" C2 = ", Simplify[Expand[C2 /. res[[1]] ]]];
Print[" C3 = ", Simplify[Expand[C3 /. res[[1]] ]]];
Print[" C4 = ", Simplify[Expand[C4 /. res[[1]] ]]];

Izraza zaC1 in C3 v (6.108) mnǒzimo in delimo zsin(kL/2), upǒstevamo zvezi

2 sinα cosα = sin 2α, sin2 α

2
=

1
2

(1− cosα) (6.109)

ter vpeljemo oznako∆ za izraz

∆ = 2− 2 cos kL− kL sin kL. (6.110)

Nato izraze za konstenteC1 doC4 uredimo ter zapišemo v naslednji obliki:

C1 =
1
k∆

[−k sin kL vi + k sin kL vj − (kL sin kL+ cos kL− 1)ϕiz + (cos kL− 1)ϕjz] ,

C2 =
1
k∆

[k (1− cos kL) vi − k (1− cos kL) vj + (sin kL− kL cos kL)ϕiz+

+ (kL− sin kL)ϕjz],

C3 =
1
∆

[k sin kL vi − k sin kL vj + (1− cos kL)ϕiz + (1− cos kL)ϕjz] ,

C4 =
1
k∆

[k (1− cos kL− kL sin kL) vi + k (1− cos kL) vj − (sin kL− kL cos kL)ϕiz−

− (kL− sin kL)ϕjz

)
.

(6.111)

Upogibni momentMz ter siloV v smeri globalne? osiY izrazimo z enǎcbama

Mz = E Iz
d2v

dx2
, V = −E Iz

d3v

dx3
− F

dv

dx
. (6.112)

Upǒstevamo, da za element na sliki6.23velja, da jeMz(0) = −miz, Mz(L) = mjz, V (0) = −niy in
V (L) = njy in dobimo

miz = −E Iz
d2v

dx2

∣∣∣∣
x=0

, mjz = E Iz
d2v

dx2

∣∣∣∣
x=L

(6.113)
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oziroma

niy = −V (0) = E Iz
d3v

dx3

∣∣∣∣
x=0

+ E Iz k
2 dv

dx

∣∣∣∣
x=0

,

njy = V (L) = −E Iz
d3v

dx3

∣∣∣∣
x=L

− E Iz k
2 dv

dx

∣∣∣∣
x=L

.

(6.114)

Izračunamo odvode

dv

dx
= C1 k cos k x− C2 k sin k x+ C2,

d2v

dx2
= −C1 k

2 sin k x− C2 k
2 cos k x,

d3v

dx3
= −C1 k

3 cos k x+ C2 k
3 sin k x

in enǎcbi (6.113) in (6.114) izrazimo s konstantamiC1 doC4:

miz = E Iz k
2C2, mjz = −E Iz (C1 k

2 sin kL+ C2 k
2 cos kL). (6.115)

oziroma

niy = E Iz k
2C3, njy = −E Iz k2C3. (6.116)

KonstanteC1, C2 in C3 iz (6.111) vstavimo v (6.115) in (6.116), vpeljemo oznako

ω = kL (6.117)

ter po ureditvi zapǐsemo zvezo med vozliščnimi silami in momenti ter vozliščnimi pomiki in zasuki:

miz =
E Iz
L

ω

∆

(ω
L

(1− cosω) vi −
ω

L
(1− cosω) vj + (sinω − ω cosω)ϕiz + (ω − sinω)ϕjz

)
,

mjz =
E Iz
L

ω

∆

(ω
L

(1− cosω) vi −
ω

L
(1− cosω) vj + (ω − sinω)ϕiz + (sinω − ω cosω)ϕjz

)
,

niy =
E Iz
L

ω

∆

(
ω2

L2
sinω vi −

ω2

L2
sinω vj +

ω

L
(1− cosω)ϕiz +

ω

L
(1− cosω)ϕjz

)
,

njy =
E Iz
L

ω

∆

(
−ω

2

L2
sinω vi +

ω2

L2
sinω vj −

ω

L
(1− cosω)ϕiz −

ω

L
(1− cosω)ϕjz

)
.

(6.118)

Tudi ∆ izrazimo zω po enǎcbi

∆ = 2− 2 cosω − ω sinω.
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Izraz zatogostno matriko [ k ] elementana sliki 6.21dobimo,če enǎcbe (6.104) in (6.118) zapǐsemo v
matrǐcni obliki:


nix

niy

miz

njx

njy

mjz

 =
E Iz
L

ω

∆
·



Ax

Iz

∆
ω

0 0 −Ax

Iz

∆
ω

0 0

ω2

L2
sinω

ω

L
(1− cosω) 0 −ω

2

L2
sinω

ω

L
(1− cosω)

sinω − ω cosω 0 −ω
L

(1− cosω) ω − sinω
Ax

Iz

∆
ω

0 0

simetrija
ω2

L2
sinω −ω

L
(1− cosω)

sinω − ω cosω




ui

vi

ϕiz

uj

vj

ϕjz



(6.119)
Če je osna silaNx natezna in ne tlǎcna, moramo v togostni matriki (6.119) funkciji sin in cos zamenjati
s hiperbolǐcnima funkcijamash in ch.

Togostno matriko elementa, ki ima v vozliščuA ali B členek izpeljemo na enak način kot za obojestran-
sko vpeti element.



6.1 Geometrijska nelinearnost ravnega nosilca v ravnini 603

Pri metodi pomikov moramo za obtežbo po elementu nadomestiti z ustreznimi silami v vozliščih. V
nadaljevanju je prikazan račun vpliva prěcne obtězbe (konstantne linijske obtežbe)q na vpetostna mo-
mentaMA in MB za obojestransko vpet nosilec (slika6.24), ki je osno obtězen s tlǎcno siloF . (bi
moralo biti narejeno v primeru 6.1????). Nareditiše za pǒsevno tǒckovno silo?!???

Slika 6.24:Nosilec je obtězen s konstantno linijsko obtežboq

Ravnotězna enǎcba je:
d4v

dx4
+ k2 d

2v

dx2
=

Py

E Iz
, k2 =

F

E Iz
. (6.120)

Partikularni del rěsitvevp = Py x
2/(2F ), zato je

v = C1 sin kx+ C2 cos kx+ C3x+ C4 +
PY x

2

2F
. (6.121)

C1, C2, C3 in C4 so integracijske konstante, ki jih določimo iz robnih pogojev:

v(0) = 0,
dv

dx

∣∣∣∣
0

= 0, v(L) = 0,
dv

dx

∣∣∣∣
L

= 0. (6.122)

Izraz (6.121) vstavimo v (6.122) in izračunamo konstanteC1, C2, C3 in C4:

C1 =
Py L

2 k F
, C2 =

Py L ctg(kL/2)
2 k F

, C3 = −Py L

2 k F
, C4 = −Py L ctg(kL/2)

2 k F
. (6.123)

Konstante (6.123) vstavimo v izraz (6.121) ter izrǎcunamo vozlǐsčna momentamiz in mjz:

miz = −E Iz
d2v

dx2

∣∣∣∣
0

, mjz = E Iz
d2v

dx2

∣∣∣∣
L

. (6.124)

Tako dobimo:

miz = −E Iz Py

F
+
E Iz kLPy ctg(kL/2)

2F
, mjz =

E Iz Py

F
− E Iz kLPy ctg(kL/2)

2F
(6.125)

ali tudi takole:

miz =
12
k2 L2

(
1− kL

2
ctg

kL

2

)
Py L

2

12
, mjz = −miz.



7 Ravnotězje konzervativnega sistema

V tem poglavju izpeljemo pogoj za mirovanje konservativnega sistema (telesa in obtežbe). Pogoj izpel-
jemo iz prvega zakona termodinamike. Pri izpeljavi definiramo potencialno energijo sistema. S pomočjo
potencialne energije lahko ugotovimo vrsto ravnotežnega stanja, kar obravnavamo v poglavju 8. Stabil-
nost konservativnih sistemov.

7.1 Prvi zakon termodinamike

Obravnavajmo elastično deformabilno telo, ki ga obtežujemo s povřsinsko~pS in prostorninsko obtězbo
~v. Za telo in obtězbo zapǐsimo prvi zakon termodinamike†

∆Wk + ∆Wn = A+Q, (7.1)

ki pravi, da je sprememba kinetične energijeWk in sprememba notranje energijeWn enaka dovedenemu
deluA ter dovedeni toplotiQ. Če se omejimo na primere, ko je deformiranje adiabatno, lahko telo
sprejema ali oddaja le delo, ne pa tudi toplote. V tem primeru zapišemo enǎcbo (7.1) takole

∆Wk + ∆Wn = A. (7.2)

V primeru, da obtězbi ~pS in ~v nanǎsamo na telo zelo počasi in so med deformiranjem telesa vesčas
izpolnjeni ravnotězni pogoji, lahko kinetǐcno energijoWk zanemarimo V tem primeru dobimo iz (7.2)
pogoj za mirovanjesistema

∆Wn = A. (7.3)

Enǎcbo (7.3) zapǐsemo tudi takole

∆Wn = Wn2 −Wn1 = A12, (7.4)

kjer je zWn1 oznǎcena notranja energija telesa včasut1 (stanje 1), zWn2 pa notranja energija telesa v
časut2 (stanje 2), zA12 pa delo, ki ga telo prejme pri prehodu iz stanja 1 v stanje 2. Pomike telesa v
stanju 1 oznǎcimo z~u1, v stanju 2 pa z~u2. DeloA12 v tem primeru izrǎcunamo z enǎcbo

A12 =
∫

Sp

( ~u2∫
~u1

~pS · d~̄u

)
dS +

∫
V

( ~u2∫
~u1

~v · δ~̄u

)
dV (7.5)

† J. Strnad, Fizika, 1. del, Mehanika, toplota, Društvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije, Ljubljana, 1995.
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Če sta obtězbi ~pS in ~v konservativni,† lahko prirastek dela površinske obtězbe ~pS · d~u ter prirastek
dela prostorninske obtežbe~v · d~u zapǐsemo kot popolna diferenciala nekih funkcij argumenta~u, ki ju
oznǎcimo zG(~u) in g(~u)

~pS · d~u = −dG(~u), ~v · d~u = −dg(~u). (7.6)

Iz enǎcb (7.6) sledi zveza med funkcijoG in obtězbo~pS , ter funkcijog in obtězbo~v

~pS = −∂G
∂~u

, ~v = −∂g
∂~u
. (7.7)

Izraza (7.6) vstavimo v (7.5) in dobimo

A12 = −
∫

Sp

( ~u2∫
~u1

dG

)
dS−

∫
V

( ~u2∫
~u1

dg

)
dV = −

∫
Sp

(
G(~u2)−G(~u1)

)
dS−

∫
V

(
g(~u2)−g(~u1)

)
dV. (7.8)

Vidimo, da je deloA12 odvisno le od stanj 1 in 2.̌Ce desno stran enačbe (7.8) oznǎcimo z−∆Πz, je

A12 = −∆Πz (7.9)

oziroma

∆Πz =
∫

Sp

(
G(~u2)−G(~u1)

)
dS +

∫
V

(
g(~u2)− g(~u1)

)
dV. (7.10)

Z ∆Πz oznǎcimo spremembo potencialne energijeΠz zunanje obtězbe.Če sta obtězbi ~pS in ~v neodvisni
od pomika~u, iz (7.6) sledi

~pS · (~u2 − ~u1) = −
(
G(~u2)−G(~u1)

)
, ~v · (~u2 − ~u1) = −

(
g(~u2)− g(~u1)

)
. (7.11)

V tem primeru zapǐsemo∆Πz takole ((7.11) vstavimo v (7.10))

∆Πz = −
∫

Sp

~pS · (~u2 − ~u1) dS −
∫
V

~v · (~u2 − ~u1) dV. (7.12)

Če (7.9) vstavimo v (7.4), zapǐsemopogoj za mirovanje takole

∆Wn + ∆Πz = 0. (7.13)

Pri deformiranju elastičnega telesa nastanejo v telesu napetosti oziroma notranje sile.Če velikost obtězbe,
ki na deformirano telo deluje, počasi manǰsamo, elastično telo vrne delo, ki ga je opravila zunanja

† Sistem je konservativen,če je delo pri deformiranju sistema vzdolž sklenjene poti enako nič. To pomeni, da je delo sil
(notranjih in zunanjih) pri prehodu sistema iz stanja 1 v stanje 2 neodvisno od poti, po kateri sistem preide iz stanja 1 v
stanje 2.
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obtězba. Rěcemo tudi, da je delo spravljeno v deformiranem telesu v obliki notranje energije. Sposobnost
notranjih sil, da opravijo delo zaradi deformiranega stanja telesa, imenujemodeformacijska energija,
ki jo oznǎcimo zU . Notranja energijaWn elastǐcnega telesa je deformacijska energija telesa

Wn = U. (7.14)

Pogoj (7.13) za mirovanje telesa zapišemo tudi takole:

∆U + ∆Πz = ∆(U + Πz) = ∆Π = Π2 −Π1 = 0. (7.15)

Koli čina

Π = U + Πz (7.16)

je potencialna energija sistema.

Pri deformiranju telesa iz stanja 1 v stanje 2 napetosti in deformacije naraščajo. Izraz∆U za spremembo
deformacijske energije dobimo,če izrǎcunamo deloAn notranjih sil na deformacijah, ki nastanejo pri
prehodu telesa iz stanja 1 v stanje 2

∆U = An → dU = dAn. (7.17)

Izračunajmo prirastekdAn dela notranjih sil na diferencialnih pomikih, ki nastanejo pri deformiranja
telesa. Zamislimo si, da iz obteženega telesa v okolici točkeT (x, y, z) izrežemo prizmo z robovidx,
dy in dz. Na stranske ploskve prizme delujejo notranje sile. Napetostiσij v točki T (x, y, z) razvijemo
v Taylorjevo vrsto okoli tǒckeT in upǒstevamo le linearněclene. Zaradi preglednosti so na sliki7.1
narisane le notranje sile v smeri osix.

Slika 7.1:Sile v smeri osix, ki delujejo na prizmo dimenzijdx, dy, dz
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Pomik v smerix oznǎcimo zux = ux(x, y, z). Prirastek dela sil, ki delujejo v smeri osix, je

dAx n =
(
σxx +

∂σxx

∂x

dx

2

)
dy dz d

(
ux +

∂ux

∂x

dx

2

)
−
(
σxx −

∂σxx

∂x

dx

2

)
dy dz d

(
ux −

∂ux

∂x

dx

2

)
+

+
(
σyx +

∂σyx

∂y

dy

2

)
dx dz d

(
ux +

∂ux

∂y

dy

2

)
−
(
σyx −

∂σyx

∂y

dy

2

)
dx dz d

(
ux −

∂ux

∂y

dy

2

)
+

+
(
σzx +

∂σzx

∂z

dz

2

)
dy dx d

(
ux +

∂ux

∂z

dz

2

)
−
(
σzx −

∂σzx

∂z

dz

2

)
dy dx d

(
ux −

∂ux

∂z

dz

2

)
+

+ vx dx dy dz du.

(7.18)

Ko upǒstevamo, da je

d

(
ux +

∂ux

∂x

dx

2

)
= dux + d

(
∂ux

∂x

)
dx

2
, d

(
ux −

∂ux

∂x

dx

2

)
= dux − d

(
∂ux

∂x

)
dx

2
,

d

(
ux +

∂ux

∂y

dy

2

)
= dux + d

(
∂ux

∂y

)
dy

2
, d

(
ux −

∂ux

∂y

dy

2

)
= dux − d

(
∂ux

∂y

)
dy

2
,

d

(
ux +

∂ux

∂z

dz

2

)
= dux + d

(
∂ux

∂z

)
dz

2
, d

(
ux −

∂ux

∂z

dz

2

)
= dux − d

(
∂ux

∂z

)
dz

2
,

dobimo

dAxn =
((

∂σxx

∂x
+
∂σyx

∂y
+
∂σzx

∂z
+ vx

)
dux + σxx d

(
∂ux

∂x

)
+ σyx d

(
∂ux

∂y

)
+ σzx d

(
∂ux

∂z

))
dV.

(7.19)
Za smeriy in z dobimo podobna izraza

dAyn =
((

∂σxy

∂x
+
∂σyy

∂y
+
∂σzy

∂z
+ vy

)
duy + σxy d

(
∂uy

∂x

)
+ σyy d

(
∂uy

∂y

)
+ σzy d

(
∂uy

∂z

))
dV

(7.20)
in

dAzn =
((

∂σxz

∂x
+
∂σyz

∂y
+
∂σzz

∂z
+ vz

)
duz + σxz d

(
∂uz

∂x

)
+ σyz d

(
∂uz

∂y

)
+ σzz d

(
∂uz

∂z

))
dV.

(7.21)
Z uy in uz sta oznǎcena pomika v smeri osiy in z. Enǎcbe (7.19)–(7.21) sěstejemo. Če upǒstevamo
ravnotězne pogoje za delec znotraj telesa, dobimo

dAn = dAxn + dAyn + dAzn =
(
σxx d

(
∂ux

∂x

)
+ σyy d

(
∂uy

∂y

)
+ σzz d

(
∂uz

∂z

)
+

+ σxy

(
d

(
∂v

∂x

)
+ d

(
∂u

∂y

))
+ σyz

(
d

(
∂w

∂y

)
+ d

(
∂v

∂z

))
+ σzx

(
d

(
∂u

∂z

)
+ d

(
∂w

∂x

)))
dV =

= (σxx dεxx + σyy dεyy + σzz dεzz + σxy 2 dεxy + σyz 2 dεyz + σzx 2 dεzx) dV.
(7.22)
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DelodAn zapǐsimoše z vektorji napetosti in prirastki vektorjev deformacij

dAn = (~σx · d~εx + ~σy · d~εy + ~σz · d~εz) dV. (7.23)

Iz (7.22) lahko izrazimo delodAn, ki predstavlja prirastek deladAn na enoto prostornine.̌Ce upǒstevamo,
da sta tenzorja napetosti in deformacij simetrična, dobimo

dAn =
dAn

dV
= σxx dεxx + σyy dεyy + σzz dεzz + σxy dεxy + σyx dεyx + σyz dεyz+

+ σzy dεzy + σzx dεzx + σxz dεxz =
∑

i

∑
j

σij dεij , (i, j = x, y, z).
(7.24)

Če so notranje sile konservativne, je izraz
∑

i

∑
j σij dεij , (i, j = x, y, z) popolni diferencialspecifǐcne

deformacijske energijeU(εij) z argumenti deformacijεij

dAn = dU(εij). (7.25)

Enǎcbo (7.25) integriramo od deformacijεij,1 stanja 1 do deformacijεij,2 stanja 2

εij,2∫
εij,1

dAn =

εij,2∫
εij,1

dU(εij) → An = U(εij,2)− U(εij,1). (7.26)

Če (7.26) integriramo po celem telesu, dobimo izraz∆U za spremembo deformascijske energije telesa
pri prehodu iz stanja 1 v stanje 2

∆U =
∫
V

(
U(εij,2)− U(εij,1)

)
dV. (7.27)

Če v (7.25) upǒstevamo (7.24) ter pravilo za pisanje popolnega diferenciala funkcijeU(εij), dobimo
zvezo med napetostmiσij in specifǐcno deformacijsko energijoU∑

i

∑
j

σij dεij =
∑

i

∑
j

∂U

∂εij
dεij → σij =

∂U

∂εij
, (i, j = x, y, z). (7.28)

Če (7.27) in (7.10) vstavimo v (7.15)

∆Π = ∆U + ∆Πz =

=
∫
V

(
U(εij,2)− U(εij,1)

)
dV +

∫
Sp

(
G(~u2)−G(~u1)

)
dS +

∫
V

(
g(~u2)− g(~u1)

)
dV = 0, (7.29)

zapǐsemo potencialno energijoΠ sistema takole

Π =
∫
V

U(εij) dV +
∫

Sp

G(~u) dS +
∫
V

g(~u) dV. (7.30)



7.1 Prvi zakon termodinamike 609

Pogoj za mirovanje∆Π sistema za primer, da sta obtežbi ~pS in ~v neodvisni od pomikov, zapišemo z
enǎcbo (glej (7.12) in (7.13))

∆Π =
∫
V

(
U(εij,2)− U(εij,1)

)
dV −

∫
Sp

~pS · ~u dS −
∫
V

~v · ~u dV = 0. (7.31)

V tem primeru zapǐsemo potencialno energijoΠ sistema takole:

Π =
∫
V

U(εij) dV −
∫

Sp

~pS · ~u dS −
∫
V

~v · ~u dV. (7.32)

Če upǒstevamo zvezo med napetostmi in deformacijami za linearno elastični material

~σi = 2µ~εi + λ I1ε ~ei, (i = x, y, z),

zapǐsemo prirastek specifičnega deformacijskega dela takole (
∑

i ~ei · d~εi = dI1ε, (i = x, y, z)):

dU(εij) = 2µ
∑

i

~εi · d~εi + λ I1ε dI1ε, (i = x, y, z). (7.33)

Z dI1ε je oznǎcena sprememba prve invariante tenzorja deformacijdI1ε = dεxx + dεyy + dεzz. Enǎcbo
(7.33) integriramo in dobimo celotno specifično deformacijsko energijo delca

U(εij) = µ
∑

i

~εi · ~εi +
λ

2
I2
1ε = µ

∑
i

∑
j

εij εij +
λ

2
I2
1ε, (i, j = x, y, z). (7.34)

Enǎcbo (7.34) lahko zapǐsemo tudi takole

U =
∑

i

~εi
2

(2µ~εi + λ I1ε ~ei ) =
1
2

∑
i

~σi · ~εi, (i, j = x, y, z). (7.35)



8 Stabilnost konzervativnih sistemov

8.1 Stabilno in nestabilno ravnotězno stanje

Ločimo stabilno in nestabilno ravnotězno lego sistema oziroma konstrukcije. V primeru konserva-
tivnega sistema lahko ugotovimo vrsto ravnotežnega stanja z Lagrange-Dirichletovim izrekom:†

Ravnotězno stanje konservativnega sistema je stabilno,če ima potencialna energija v tej legi lokalni
minimum .

Potencialna energijaΠ konservativnega sistema je za primer, ko sta obtežbi~pS in ~v neodvisni od pomikov,
določena z enǎcbo (7.32)

Π = U + Πz =
∫
V

U(~u) dV −
∫

Sp

~pS · ~u dS −
∫
V

~v · ~u dV = Π(~u). (8.1)

Potencialna energija je odvisna od pomikov~u. Če v (8.1) vstavljamo razne funkcije za~u, dobimo zaΠ
različne skalarne vrednosti.Π je torej funkcija funkcij alifunkcional. Določanje ekstremnih vrednosti
funkcionalov obravnavavariacijski ra čun.‡

Potencialna energija zapisana z enačbo (8.1) ustreza rǎcunskemu modelu telesa z zvezno razporejeno
snovjo (kontinuumu). Znǎcilnost kontinuuma je, da ima neskončno število prostostnih stopenj. Pri
numerǐcnem rěsevanju nalog običajno uporabimo aproksimativne metode, s katerimi računski model
telesa z neskoňcnim številom prostostnih stopenj prevedemo na model s končnim številom prostostnih
stopenj. Takemu rǎcunskemu modelu rečemodiskretni model.

Potencialno energijoΠ diskretnega sistema zn prostostnimi stopnjami lahko izrazimo s posplošenimi
koordinatamiqi (i = 1, . . . , n)

Π = Π(q1, . . . , qn). (8.2)

Vzemimo, da telopoljubno premaknemo izravnotežne lege, ki je dolǒcena s koordinatamiqi tako,
da se koordinateqi spremenijo zaδqi. Telo premaknemo skladno s podporami tako, da so spremembe

† C.L. Dym, Stability theory and its applications to structural mechanics, Noordhoff International Publishing, Leyden, 1974.
‡ F. Križanǐc, Navadne diferencialne enačbe in variacijski rǎcun, Dřzavna zalǒzba Slovenije, Ljubljana, 1974.
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δqi koordinatqi majhne. Spremembeδqi imenujemo tudivariacije koordinatqi. Na mestuSu, kjer
so pomiki predpisani, telesa ne moremo poljubno premakniti. Zato so variacijeδqi koordinatqi na tem
mestu enake nič.

Premaknjeno lego v okolici ravnotežne lege opǐsemo tako, da potencialno energijoΠ razvijemo v Tay-
lorjevo vrsto okrog ravnotězne lege dolǒcene s koordinatamiqi, (i = 1, . . . , n)

Π(q1 + δq1, . . . , qn + δqn) = Π(q1, . . . , qn) +
n∑

p=1

∂Π
∂qp

δqp +
1
2!

n∑
p=1

n∑
r=1

∂2Π
∂qp∂qr

δqpδqr+

+
1
3!

n∑
p=1

n∑
r=1

n∑
s=1

∂3Π
∂qp∂qr∂qs

δqpδqrδqs + . . . .

(8.3)

Spremembo potencialne energije pri premaknitvi telesa iz ravnotežne lege oznǎcimo z∆Π

∆Π = Π(q1 + δq1, . . . , qn + δqn)−Π(q1, . . . , qn). (8.4)

Če uporabimo oznake za prvoδΠ, drugoδ2Π, tretjoδ3Π in k-to δkΠ variacijo potencialne energije

δΠ =
n∑

p=1

∂Π
∂qp

δqp,

δ2Π =
n∑

p=1

n∑
r=1

∂2Π
∂qp∂qr

δqpδqr,

δ3Π =
n∑

p=1

n∑
r=1

n∑
s=1

∂3Π
∂qp∂qr∂qs

δqpδqrδqs,

...

δkΠ =
n∑

p=1

n∑
r=1

· · ·
n∑

t=1

∂kΠ
∂qp∂qr . . . ∂qt

δqpδqr · · · δqt,

(8.5)

zapǐsemo enǎcbo (8.3) v obliki

∆Π = δΠ +
1
2!
δ2Π +

1
3!
δ3Π + . . . . (8.6)

V primeru mirovanja oziroma ravnotežja je sprememba potencialne energije∆Π enaka nǐc (enǎcba
(7.13))

∆Π = δΠ +
1
2!
δ2Π +

1
3!
δ3Π + . . . = 0. (8.7)

Ker so variacijeδqi majhne, so produktiδqi variacij koordinatqi v primerjavi z linearnimičleni δqi
zanemarljivi. Zato lahko drugo in višje variacije potencialne energije v enačbi (8.7) zanemarimo in
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zapǐsemopogoj za ravnotězje takole

δΠ =
n∑

i=1

∂Π
∂qi

δqi = 0. (8.8)

Enǎcba (8.8) določa izrek o stacionarni vrednosti potencialne energije. Po Lagrange-Dirichletovem
izreku (izrek velja za kontinuum in za diskretni model) je ravnotežno stanje konservativnega sistema sta-
bilno, če ima potencialna energija v ravnotežni legi lokalni minimum . To pomeni, da lahko ugotovimo
vrsto ravnotězja, če telo premaknemo iz ravnotežne lege in izrǎcunamo, kako se je pri takem premiku
spremenila potencialna energijaΠ. Če se je potencialna energija povečala, je ravnotězna legastabilna

∆Π =
1
2!
δ2Π +

1
3!
δ3Π + . . . > 0. (8.9)

Upǒstevali smo, da je v ravnotežni legi δΠ = 0. O vrsti ravnotězja (stabilno ali nestabilno) odloča prva
od nǐc razlǐcna variacija potencialne energije.Če je prva od nǐc razlǐcna variacija pozitivna, je∆Π pozi-
tiven in je ravnotězna lega dolǒcena s koordinatamiqi stabilna.

V primeru linearno elastičnega materiala, majhnih deformacij in uporabe ravnotežnih pogojev na nede-
formirani legi se izkǎze, da jeδ2Π > 0. Zato je v tem primeru ravnotežna lega, dolǒcena s pogojem
δΠ = 0, stabilna. Pri ugotavljanju vrste ravnotežja moramo upǒstevati enǎcbe geometrijske nelinearnosti
(glej poglavje 6).

8.2 Nekateri pojmi analize stabilnosti konstrukcij

Oglejmo si naslednje pojme povezane s stabilnostjo konstrukcij:

1. kriti čno ravnotězno stanje,
2. parameter obtězbe,
3. ravnotězna pot,
4. kriti čne tǒcke,
5. preskok konstrukcije,
6. uklon konstrukcije in uklonske oblike.

Diskretni konservativni sistem je v ravnotežju, če je prva variacija potencialne energije enaka nič (enǎcba
(8.8)). Lagrange-Dirichletov izrek pravi, da je ravnotežno stanje konservativnega sistema stabilno,če ima
potencialna energija v ravnotežni legi glede na sosednje lege minimalno vrednost. Pogoja za stabilno
oziroma nestabilno ravnotežje zapǐsemo takole

δΠ = 0 in

{
∆2Π > 0, stabilno ravnotězno stanje,

∆2Π < 0, nestabilno ravnotězno stanje.
(8.10)
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1. Kriti čno ravnotězno stanje

Konservativni sistem imakriti čno ravnotězno stanje, če sta prva in druga variacija potencialne energije
enaka nǐc

δΠ = 0 in δ2Π = 0. (8.11)

Če ima potencialna energija v okolici ravotežne lege prvo in drugo variacijo enako nič, potem o stabil-
nosti oziroma nestabilnosti določajo vǐsje variacije

δΠ = 0, δ2Π = 0 → ∆Π =
1
3!
δ3Π +

1
4!
δ4Π + . . . . (8.12)

2. Parameter obtězbe

Pri analizi stabilnosti običajno vektor obtězbe{F} izrazimo sparametrom obtežbe λ in refereňcno
obtězbo{F}ref z enǎcbo

{F} = λ {F}ref . (8.13)

Potencialno energijoΠ konservativnega sistema zato zapišemo takole

Π = U(q1, . . . , qn) + Πz(q1, . . . , qn, λ) = Π(q1, . . . , qn, λ). (8.14)

Zadnjo enǎcbo lahko zapǐsemoše z refereňcnim delomAref

Π = U(q1, . . . , qn)− λAref(q1, . . . , qn). (8.15)

3. Ravnotězna pot

Ker so posplǒsene koordinate po definiciji linearno neodvisne, so neodvisne tudi variacijeqi,† zato
zapǐsemo enǎcbo (8.8) takole

∂Π(q1, . . . , qn, λ)
∂qi

= 0, (i = 1, . . . , n). (8.16)

Rěsitev sistema enačb (8.16) je dolǒcena s funkcijamiqi(λ), ki določajo ravnotežno pot (krivulja v n-
dimenzionalnem prostoru). Ker s posplošenimi koordinatamiqi opišemo pomike, predstavljajo funkcije
qi(λ) pomike v odvisnosti od obtežbe. Če poteka ravnotězna pot skozi tǒcko qi = 0 (točka v n-
dimenzionalnem prostoru), je taka potosnovna ravnotězna pot. V nasprotnem primeru je potsekun-
darna ravnotežna pot. Na sliki8.1sta prikazani osnovna in sekundarna ravnotežna pot za sistem z eno
prostostno stopnjo.

† M. Stanek, G. Turk, Statika II, FGG, Ljubljana, 1996.
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Slika 8.1:Osnovna in sekundarna ravnotežna pot

4. Kriti čne tǒcke

Kriti čne tǒcke delimo nalimitne in bifurkacijske . Limitna tǒcka je tǒcka, v kateri dosěze parameter
obtězbeλ ekstremno vrednost. Bifurkacijska točka je tǒcka, v kateri se sekata osnovna in sekundarna
obtězna pot. Bifurkacija pomeni razvejišče. Na sliki8.2a je prikazana limitna tǒcka, na sliki8.2b pa
bifurkacijska tǒcka za sistem z eno prostostno stopnjo.

Slika 8.2:a) Limitna tǒcka b) Bifurkacijska tǒcka

5. Uklon konstrukcije in uklonske oblike

Analiziranje stabilnosti z lineariziranimi ravnotežnimi enǎcbami obravnavalinearna analiza stabilnosti.
Pri taki analizi upǒstevamo, da so pomiki majhni in zato izrazimo potencialno energijo sistema tako, da
upǒstevamo le linearne in kvadratnečlene, v katerih nastopajo posplošene koordinate (pomiki). V tem
primeru so ravnotězne enǎcbe∂Π/∂qi linearne. (V primeru sem lineariziral ravnotežne enǎcbe!?) Taki
analizi rěcemo tudiuklon konstrukcije . Z linearno analizo lahko izračunamo bifurkacijske obtežbe ter
pripadajǒce uklonske oblike.

Primer 8.1 Določimo kritični sili in pripadajǒci uklonski obliki za prikazano konstrukcijo, ki je sestavl-
jena iz dveh togih palicAB inBC, ter dveh poľzastih vzmeti s togostjok (slika8.3). Tězo palic zanemari.
Pri računu predpostavi, da sta zasukaϕ1 in ϕ2 majhna. Uklonski obliki sistema z dvema prostostnima
stopnjama izrazi z zasukomaϕ1 in ϕ2.
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Slika 8.3:Geometrija in obtězba sistema

Deformacijska energijaU konstrukcije je

U =
1
2
k (ϕ1 − ϕ2)2 +

1
2
k ϕ2

2.

Potencialna energija zunanje sileF je

Πz = −F [L (1− cosϕ1) + L (1− cosϕ2)].

Potencialna energija sistema je

Π =
1
2
k (ϕ2

1 − 2ϕ1 ϕ2 + 2ϕ2
2)− F L (2− cosϕ1 − cosϕ2).

Pogoj za ravnotězje

δΠ =
∂Π
ϕ1

δϕ1 +
∂Π
ϕ2

δϕ2 = 0

zapǐsemo takole

δΠ = [k (ϕ1 − ϕ2)− F L sinϕ1] δϕ1 + [−k (ϕ1 − 2ϕ2)− F L sinϕ2] δϕ2 = 0. (8.17)

Ker sta variacijiδϕ1 in δϕ2 poljubni, dobimo naslednji ravnotežni enǎcbi (homogen sistem enačb)

k (ϕ1 − ϕ2)− F L sinϕ1 = 0,
−k (ϕ1 − 2ϕ2)− F L sinϕ2 = 0.

Ob predpostavki, da sta zasukaϕ1 in ϕ2 majhna, upǒstevamo, da jesinϕ1 ≈ ϕ1 in dobimo sistem
homogenih enǎcb

(k − F L)ϕ1 − k ϕ2 = 0,
−k ϕ1 + 2 k − F L)ϕ2 = 0,

(8.18)

ki predstavljaproblem lastnih vrednosti. Za netrivialno rěsitev homogenega sistema mora biti determi-
nanta sistema enaka nič ∣∣∣∣k − F L −k

−k 2 k − F L

∣∣∣∣ = F 2 − 3
k

L
F +

(
k

L

)2

= 0.
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Korena te enǎcbe stalastni vrednosti problema

F1 = 0.382
k

L
, F2 = 2.62

k

L
.

Lastni vrednostiF1 in F2 sta kriti čni oziromauklonski sili . Če lastni vrednostiF1 in F2 vstavimo
v enǎcbi (8.18), dobimolastna vektorja, ki predstavljatauklonski obliki , to je obe mǒzni ravnotězni
obliki konstrukcije

ϕ2 = 0.618ϕ1 ustreza sili F1,

ϕ2 = −1.62ϕ1 ustreza sili F2.

Ustrezni uklonski obliki sta prikazani na sliki8.4.

Slika 8.4:Uklonski obliki

Velikosti zasukaϕ1 ne poznamo. Iz primera sledi, da pri analiziranju uklona konstrukcije lahko izračunamo
le velikosti kritičnih sil ter pripadajǒce uklonske oblike. Dolǒciti še vrsto ravnotězja!

6. Preskok konstrukcije

Obravnavajmo dvěclenkasto podprti iňclenkasto povezani palici dolžineL v ravnini x, z. Palici sta
obtězeni s siloF , katere velikost se spreminja (slika8.5).

Slika 8.5:Začetna lega palic je dolǒcena s kotomα, trenutna lega pa s kotomθ

Zaradi delovanja sileF nastane v palicah tlačna osna sila, zaradi katere se dolžini palic zmanǰsata.Če je
kotα dovolj majhen, lahko nastopi primer, da se dolžini palic tako zmanǰsata, da postane kotθ enak nǐc,
še preden nastopi v palici Eulerjeva uklonska sila. V tem primeru pride do nestabilnosti zaradipreskoka
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konstrukcije . Potencialno energijo sistema zapišemo v odvisnosti od kotaθ takole

Π = 2
1
2

∫
Vp

E ε2xx dV − F w = E

(
∆L
L

)2

AL− F w =
E A

L
(∆L)2 − F w = k (∆L)2 − F w.

S k je oznǎcena togost palicek = E A/L, E je modul elastǐcnosti materiala,A pa plǒsčina prěcnega
prereza palice,Vp pa obmǒcje? ene palice. Sprememba dolžine∆L palice in pomikw prijemalǐsča sile
F izrazimo s kotomθ

∆L = l − L = L
(cosα

cos θ
− 1
)
, w = L (sinα− cosα tgθ)

in dobimo

Π = k L2
(cosα

cos θ
− 1
)2
− F L (sinα− cosα tgθ). (8.19)

Pogoj za ravnotězje je

∂Π
∂θ

= 0 → 2 k L2 cosα
tgθ
cos θ

(cosα
cos θ

− 1
)

+ F L
cosα
cos2 θ

= 0. (8.20)

Iz (8.20) izrazimo siloF v odvisnosti odθ po enǎcbi

F = 2 k L tgθ (cos θ − cosα). (8.21)

GrafF (θ) po enǎcbi (8.21) prikazujemo na sliki8.6(pri risanju slike upǒstevamo dva primera:α = π/2
in α = 0.02).

Slika 8.6:GrafF (θ)

Iz enǎcbe (8.21) izračunamo, da jeF enaka nǐc zaθ = 0, θ = α in θ = −α. Vrednosti kotovθ, pri kateri
ima funkcijaF (θ) ekstremne vrednosti dobimo iz pogoja∂F/∂θ = 0:

∂F

∂θ
= 2 k L

1
cos2 θ

(cos θ − cosα)− 2 k L tgθ sin θ = 0. (8.22)
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Iz enǎcbe∂F/∂θ = 0 sledi
cosα− cos3 θ = 0. (8.23)

Realni rěsitvi enǎcbe (8.23) sta:

θ1 = Arccos
(

3
√

cosα
)
, θ2 = −Arccos

(
3
√

cosα
)
.

Če kotθ izrazimo s kotomϕ po enǎcbi θ = α− ϕ, narǐsemo grafF (ϕ) kot prikazujemo na sliki8.7.

Slika 8.7:GrafF (ϕ) zaα = 0.02

Vrednosti kotovϕ, pri katerih imaF (ϕ) ekstremne vrednosti označimo sϕ1 in ϕ2

ϕ1 = α− θ1, ϕ2 = α− θ2.

Vidimo, da obstajajo tri ravnotežne lege zaF = 0: (θ = 0, θ = α, θ = −α) oziroma(ϕ = 0, ϕ =
α, ϕ = 2α). Vrsto ravnotězja ugotovimo,če izrǎcunamo drugi odvod potencialne energije. Enačbo
(8.20) odvajamo poθ

∂2Π
∂θ2

= 4 k L2 cos2 α
tg2θ

cos2 θ
+ 2 k L2 cosα

(cosα
cos θ

− 1
) 1

cos3 θ
−

− 2 k L2 cosα
tg2θ

cos θ
+ 2F L cosα

tgθ
cos2 θ

(8.24)

in zaF vstavimo (8.21)
∂2Π
∂θ2

=
2 kL2 cosα
cos4θ

(cosα− cos3 theta) (8.25)

Če v (8.25) postavimo, da je∂2Π/∂θ2 = 0, dobimo enǎcbo (8.23). Zato ima funkcija∂2Π/∂θ2 enake
ničle, kot funkcija∂F/∂θ. Graf∂2Π/∂θ2v odvisnosti odϕ prikazujemo na sliki8.8.
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Slika 8.8:Graf∂2Π/∂θ2 v odvisnosti odϕ

Če je∂2Π/∂θ2 pozitiven, imaΠ minimalno vrednost, je ravnotežno stanje stabilno.̌Ce pa je∂2Π/∂θ2

negativen, imaΠ maksimalno vrednost, je ravnotežno stanje nestabilno. Na sliki8.7 je stabilno ravnotězno
stanje oznǎceno z neprekinjeno, nestabilno ravnotežno stanje pa s prekinjenočrto. Vidimo, da je ravnotězno
stanjeF = 0, θ = 0 (oziromaF = 0, ϕ = α) nestabilno. V tǒckahC in E je ∂2Π/∂θ2 enak nǐc. Če
izračunamo tretji odvod potencialne energije poθ (∂3Π/∂θ3), lahko narǐsemo graf∂3Π/∂θ3v odvisnosti
odϕ (slika8.9). V ta namen (8.24) odvajamo poθ

∂3Π
∂θ3

= 6 k L2 cos2 α tgθ
cos4 θ

− 10 k L2 cosα tgθ
cos3 θ

+ 16 k L2 cos2 α tgθ
cos4 θ

+

+ 2 k L2
(
4

cosα
cos θ

− 1
) cosα tg3θ

cos θ
+ 2F L

cosα
cos4 θ

+ 4F L
cosα tg2θ

cos2 θ

(8.26)

in zaF vstavimo (8.21)

∂3Π
∂θ3

= 12 k L2 cos2 α
tgθ

cos4 θ
− 6 k L2 cosα tgθ

cos θ
. (8.27)

Slika 8.9:Graf∂3Π/∂θ3 v odvisnosti odϕ
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V točkahC in E, to je priϕ = ϕ1 in ϕ = ϕ2, je tretji odvod potencialne energije različen od nǐc. Ker je
to prvi odvod, pri katerem je potencialna energija različna od nǐc in ker je ta odvod neparen, sta točki C
in E točki na sedlu. To pomeni, daΠ nima minimalne vrednosti in sta ti točki nestabilni.

Pri delovanju sile na konstrukcijo, katere velikost narašča od vrednosti nič, nastopi lahko tudi primer,
da konstrukcija pri mejni velikosti silepreskoči v novo ravnotězno lego. Silo, ki povzrǒci preskok
konstrukcije, imenujemomejna sila. (limitna?)

V nadaljevanju je prikazan primer, pri katerem konstrukcija pri mejni sili preskoči v novo lego. Opisana
so tudi ravnotězna stanja, v katerih se konstrukcija pri dveh različnih vrstah obremenjevanja nahaja.
Konstrukcija je sestavljena iz dvehčlenkasto podprtih iňclenkasto povezanih elastičnih palic, ki sta pred
zǎcetkom delovanja sileF nagnjeni za kotα (slika8.10).

Slika 8.10:Začetna lega palic je dolǒcena s kotomα

Konstrukcijo obtězimo na dva nǎcina. Pri prvem enakomerno večamo pomike in merimo pripadajočo
silo. Pri drugem pa věcamo silo in opazujemo pomike.̌Ce palici obtězujemo s siloF v smeri navzdol,
se naklon palic manjša (slika8.11).

Slika 8.11:Lego palic pri delovanju sileF določa kotϕ

Na sliki 8.12je prikazana zveza med siloF in zasukomϕ, če zasuk věcamo in dolǒcamo pripadajǒco
velikost sileF , pri kateri se konstrukcija nahaja v ravnotežju.†

† J.M.T. Thompson, G.W. Hunt, A General Theory of Elastic Stability, John Wiley & Sons, 1973.
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Slika 8.12:Obtězna pot za primer,̌ce zasuk věcamo in dolǒcamo pripadajǒco ravnotězno silo

Del krivulje AB na sliki 8.12, ko se velikost sile pověcuje od nǐc do mejne vrednostiFk, predstavlja
stabilna ravnotězna stanja. Ko kotϕ presěze mejno vrednostϕB, bo konstrukcija v ravnotěznem stanju,
če se velikost sile manjša. Pri velikosti zasukaϕ = α (točka C) je velikost sileF enaka nǐc. Pri
nadaljnjem věcanju kotaϕ bo konstrukcija v ravnotězju, če silaF deluje navzgor (slika8.13).

Slika 8.13:Ko je α < ϕ < 2α, silaF zagotavlja ravnotězje, če deluje navzgor

Pri vrednostiϕ = ϕD, se absolutna vrednost sileF zǎcne manǰsati. Ko je kotϕ enak2α, je konstrukcija
v ravnotěznem stanju,̌ce je velikost sileF enaka nǐc (slika8.14).

Slika 8.14:Ko jeϕ = 2α, je velikost sileF enaka nǐc

Pri nadaljnjem věcanju kotaϕ bo ravnotězje izpolnjeno,̌ce silaF deluje navzdol (slika8.15).
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Slika 8.15:Ko jeϕ > 2α, je konstrukcija v ravnotěznem stanju,̌ce silaF deluje navzdol

Ta del ravnotězne poti je na sliki8.11 oznǎcen s tǒckamiE, F in G. V diagramuF − ϕ predstavlja
del krivuljeBCD nestabilna ravnotězna stanja, preostali del (odsekaAB in DG) pa stabilna ravnotězna
stanja.

Če prikazani primer dveh med sebojčlenkasto povezanih palic obtežujemo tako, da silaF vesčas deluje
navzdol in pri tem njena velikost narašča, se pojavipreskok konstrukcije (slika8.16).

Slika 8.16:Pri narǎsčanju velikosti sileF pride do dinamǐcnega preskoka konstrukcije v novo lego

Ko dosěze silaF mejno vrednostFk (ϕ = ϕB), konstrukcija v trenutku preskoči v novo lego (ϕ = ϕF )
(slika8.17).
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Slika 8.17:Ko ϕ dosěze vrednostϕB , konstrukcija preskǒci v novo legoϕ = ϕF

Z večanjem velikosti sileF je obtězna pot dolǒcena z delom krivuljeFG (slika 8.16). OdsekaAB in
FG na sliki 8.16 določata stabilni ravnotězni poti.
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