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Robni pogoiji so:

dv dv

0)=0, | =0 Ly=0, = =0
O
w2 El, 2mx
FE:Fkr(l):W, U:A<COS< I >—1>

B) V enem krajstu nosilca je prepfaen pré&ni pomik ter predpisana vrednost za upogibni moment
(M, = 0), v drugem pa sta preptena zasuk in pii pomik.

Robni pogoiji so:

dv d*v
U(O) = 07 % = 0, ’U(L) == O, @ =0
0 L
mE1, .
FE:Fkr(l):Wa ’UZA[Slnkl'*kLCOSk$+k(L*x>]7 kL = 4.493.

C) V enem krajstu nosilca sta prepéena préni pomik ter zasuk, v drugem kré&fiu pa sta upogibni
momentM,, in preCna silaN, enaka ng.

Robni pogoiji so:

dv d*v d3v o5 dv
v0=0 % 7% @, 7% @t =
mFE1, T
FE‘ = Fkr(l) = W, v=A (COS (ﬁ) — 1) .

Najmango kriticno silo za vsetiri prikazane primere, ki jin imenujemBulerjevi uklonski primeri ,
lahko zapsemo z eno erto

mFEI,

Fgp = Foq) =

Z L, je ozn&enauklonska dolzina nosilca, ki predstavlja daino med dvema sosednjima prevojnima
tockama

Iz en&be za krittno silo Fp sledi, da je ta sila odvisna od geometrije nosilca in od oblike podpiranj
Lnin, Ly, in 0d vrste materiald’.

Pri obravnavanju ravnotga nosilca na deformirani legi definirange vitkost nosilca A in varnost
nosilcal’y glede na nastop najmag kriticne sileFz. Vitkost \ je definirana z en&bo

Lu Imin

. ; tmin = A ;
tmin T

[i] [&] <« D)

(6.91)



596 6 Geometrijska nelinearnost nosilcev

varnostVz pa z enabo
Fg

- Fej
Z A, je ozn&ena pl&Cina pré&nega prereza nosilca, kaimai i, je najmangi vztrajnostni polmerfyg;
pa je velikost ti&ne sile, ki na steber deluje.

S

|
\
\
\
Ly=0.7L |
\
\
\
|

(6.92)

Vi

|
\
\
\
|
Ly=L L,=0.5L L
|
\
\
\
|

- : i , s  Ly=2L '

/ i

Slika 6.20:Uklonske dokine Eulerjevih uklonskih primerov

6.1.2 Togostna matrika linijskega elementa z ravno o0sjo po teoriji Il. reda

DoloCimo togostno matrikdk | linijskega elementa s konstantnim pném prerezom in z ravno 0sjo za
primer ravninske konstrukcije v ravnimi y.

Togostna matrikék| linijskega elementa je definirana z éba

]| _ [ oziroma |n| = U
] = 1] 7= 1 (693)
Z [n;] in [n;] ozn&imo vozlitne sile
] = {n] )= njj] 7 6.94)
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6.1 Geometrijska nelinearnost ravnega nosilca v ravnini 597

z [u;] in [u;] pa vozlitne pomike linijskega elementa (slike21)

Uiz Uj Ujz Uj
Wil = (uiy| = | vi |, [uj]=|uyy| =1{v|. (6.95)
Piz Piz Piz Piz

Ty > Vi >
MY m;)g{ T Y w)% z
(s 7/
Tliy Vi
mlW @iM
/n; /L /u:%
Slika 6.21:Vozliste sile in vozI&tni pomiki linijskega elementa v ravnini

Koeficiente togostne matrike: | doloCimo z integracijo ravnoi@ih end&b (1.85)

e FAS ant a2 T EL

N 4 2 1
o N ey L (), 9

dx
pri ¢emer updtevamo ustrezne robne pogojek’§e oznden izraz

F

k2 = )
EL

Povedati, da zanemari,, na pomikv in zasukyp.! Drugate pa ne!

Dolociti zelimo zvezo med silama,,, in n;, ter pomikomau; in u; na sliki6.22

T j_ -7
= x
\/ ¥ == Uj
/i L/V\ >
nix/ \/’[i\l

Slika 6.22:Element obtgimo z vozl&nima silaman;, in n;,, vozli&i i in j pa premaknemo za
U; in Uj

Iskano zvezo dobimdie re&Simo prvo izmed diferencialno eélbo 6.96)
2
du_ (6.97)
ob upatevanju robnih pogojev

r=0: u(0)=u, x=L: wu(l)=uj. (6.98)
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598 6 Geometrijska nelinearnost nosilcev

Enabo (6.97) dvakrat integriramo

A1 = I3 N AQ = U;
ter izraz za pomik:
U B T+ u
=== ;
UpaStevamo engbo (glej (1.81))
du Ny
dr EA

ter prviizmed enéb (6.99 in (6.100 in dobimo
du  uj—u; N EA,

(6.99)

(6.100)

(6.101)

(6.102)

(6.103)

(6.104)

HL

— = = N, = F— ).
dx L EA, 7 ()
Ker je osna silav, = —n;; = n;, (slika6.22, zapsemo iskani zvezi takole:
E A, E A,
M= = (=), nje =~ (g~ ).
MogoCe takole:???
du N
= d d
dz _ E “TEA T T
' EA 0 ~ EA

Priz = 0 je H enak—n;;, priz = L pajeH enakn;,. Sledi 6.104.

T EA,

DoloCiti moramoSe zvezo med silama;,, n;, in momentomam,., m;. ter pomikomaw;, v; in za-

sukomay;., ¢;. za linijski element na slik6.23
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6.1 Geometrijska nelinearnost ravnega nosilca v ravnini 599

Slika 6.23:Element obt&imo z vozl&tnima silamau;,, in nj, ter vozli&nima momentoman; . in
m;j., vozlisCi ¢ in j pa premaknemo z&, v, ¢;. in ;.

Iskano zvezo dobimdie integriramo drugo izmed etiao 6.96)

d*v o d%v 9 F
7 T5=0, K= EL (6.105)
ob updtevanju robnih pogojev
dv dv
x=0: v(0)=nu;, . » = Qiz, z=L: v(L)=uvj, . . = ;2. (6.106)
Partikularni del r8itvev,, = 0, zato je
v = Cysinkx + Cycoskx 4+ Csx 4 Cy. (6.107)

Integracijske konstant€', Cs, C5 in Cy dolo€imo iz robnih pogojev tako, da izra8.(L07) vstavimo v
(6.109 in iz Stirih en&b izrazimostiri konstante:

Ci = 1 (k;coskLU-—kzcoskLv'—i—
k2L cos(kL/2) — 2k sin(kL/2) 2 2
+ (kL cos@ sinm> i +sin@gp- >
2 2 )7 2 TIF)7
1

Cs (k (coskL —1)v; + k(1 — coskL)vj+

~ 2k2L sin(kL/2) cos(kL/2) — 4k sin®(kL/2)
+ (kL coskL — sinkL)p;, + (sinkL — kL) cpjz>,

Cs = ! —k:cosk—L -+k:cosk—L i — si L — si L
3= kL cos(kL/2) — 2 sin(kL/2) g U g Ui T STgTwE AT )

1

Ry sin(kL/2) cos(kL/2) — 4k sin®(kL/2) (k (

coskL + kL sinkL — 1) v;+

+k(coskL — 1)v; + (sinkL — kL coskL)p;, + (kL — sinkL) gpjz>.
(6.108)
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600 6 Geometrijska nelinearnost nosilcev

Izraze 6.108 smo dol&ili s programom Mathematica z naslednjimi ukazi:

v[x_ ] = Cl Sin[k x] + C2 Cos[k x] + C3 x + C4 ;
res = Solve[{v[0O]==vA, v'[0] == fiA, v[L] == vB, v'[L] == £fiB}, {C1,C2,C3,C4}];

Print[" C1 = ", Simplify[Expand[Cl /. res[[1]] 111:
Print[" C2 = ", Simplify[Expand[C2 /. res[[1]] 111:;
Print[" C3 = ", Simplify[Expand[C3 /. res[[1]] 111;
Print[" C4 = ", Simplify[Expand[C4 /. res[[1]] 111;

Izraza zaC in C3 v (6.109 mnazimo in delimo zsin(kL/2), updstevamo zvezi

22 _ (1 —cosa) (6.109)

l\.')\r—l

2 sinacosa =sin2q, sin

ter vpeljemo oznakd\ za izraz
A=2-2coskL — kL sinkL. (6.110)

Nato izraze za konstenté; do C, uredimo ter zagiemo v naslednji obliki:

1

Ci = A [~k sinkLwv; + k sinkLvj — (kL sinkL + coskL — 1)p;; + (coskL — 1) ¢;.],
1

Cy = kA[k (1 —coskL)v; — k(1 —coskL)vj + (sinkL — kL coskL) p;.+

+ (kL —sinkL) ¢;.],

1
Cy = x [k sinkLv; — k sinkLvj + (1 — coskL) @i, + (1 — coskL) ;]
1
k:A[k(

— (kL —sinkL) ijz>.

Cy= 1 —coskL — kL sinkL)v; + k(1 —coskL)v; — (sinkL — kL cos kL) @;,—

(6.111)
Upogibni moment\/, ter siloV v smeri globalne? osi'izrazimo z enébama
d*v d3v dv
M,=FI, — —FE1I, —F—. 112
? “dx?’ V= da3 dx (6.112)
UpoStevamo, da za element na slkR3velja, da jeM,(0) = —mi,, M. (L) = m;;, V(0) = —n4y in
V(L) = njy in dobimo
d*v d?v
=—EI , .=F1I, 6.113
mn dx2 0 i dz? _— ( )
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6.1 Geometrijska nelinearnost ravnega nosilca v ravnini 601

oziroma
3
Ny = V(o)_EIZdZ v
% oo a0 (6.114)
ny,=V(L)=—EI Pol - prged
e B : dxg z=L dx z:L.

IzraCunamo odvode

d

dZ—Clkcoskx—C’Qk sink x + Co,
2

%:_cm? sinka — Cok? cosk,
T

d3U 3 3 .
@:—Clk coskx +Cyk” sinkx

in en&bi (6.113 in (6.119 izrazimo s konstantand’; do Cj:
mi, = ELk*Cy,  mj, = —FE 1, (C1k* sinkL + Co k? coskL). (6.115)

oziroma
ny =ELKCy,  nj=-EILk Cs. (6.116)

KonstanteC';, Cs in C5 iz (6.111) vstavimo v 6.115 in (6.116, vpeljemo oznako
w=kL (6.117)

ter po ureditvi zagiemo zvezo med vo&inimi silami in momenti ter vozZ&nimi pomiki in zasuki:

EI
Mis = Z% (w(l — CosSW) v; — %(1 — cosw) vj + (sinw — w cosw) @i, + (w — sinw) @jz) ,
% (%(1 — Ccosw) v; — %(1 —cosw) v + (w —sinw) @;, + (sinw — w cosw) gojz) ,
L w (W w? w w
Niy = Z 17 sinw v; — QSlanj + L(l—cosw)%z-i- L(l—cosw) ©iz |,
2 2
LW w w? . w w
Ny = A ( —5 sinwv; + 73 Sinw v — f(l — COSW) Yz — f(l — cosw) gojz) :

(6.118)

Tudi A izrazimo zw po en&bi

A=2—-2cosw—w sinw.
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602 6 Geometrijska nelinearnost nosilcev

Izraz zatogostno matriko [ k| elementana sliki6.21dobimo,ce en&be 6.104 in (6.118 zapSemo v
matricni obliki:

—_—— 0 0 - 0 0
I, w ) I, w )
Nz w . w w . w U;
— sinw  — (1 —cosw 0 —— sinw — (1 —cosw
Ny L? L ( ) w L? L ( ) v
Miz | _ Efzg’ sinw — w cosw 0 —Z(l—cosw) w —sinw Viz
Njg L A A, A 0 0 Uj
Njy I w ) Uj
Ms )
7* simetrija % sin w f% (1 —cosw) i
L Sinw — w cosw |

(6.119)
Ce je osna silav, natezna in ne tféna, moramo v togostni matriké (119 funkciji sin in cos zamenjati
s hiperbolénima funkcijamash in ch.

Togostno matriko elementa, ki ima v vadu A ali B Clenek izpeljemo na enak éia kot za obojestran-
sko vpeti element.
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6.1 Geometrijska nelinearnost ravnega nosilca v ravnini 603

Pri metodi pomikov moramo za olitieo po elementu nadomestiti z ustreznimi silami v \&h. V
nadaljevanju je prikazan ¢an vpliva pr&ne obtébe (konstantne linijske olbtbe)q na vpetostna mo-
mentaM 4 in Mp za obojestransko vpet nosilec (sliBa24), ki je osno obtzen s tl&no silo F. (bi
moralo biti narejeno v primeru 6.1???7?). NareSltiza p&evno tékovno silo?!???

ty p
EAARRANRARRARARARE/NO

1 L |

Slika 6.24:Nosilec je obtéen s konstantno linijsko okitbog

Ravnoténa endéba je:

dv o dv 2, F

—_ f— 2 f—
dx? dz?2 EIL]° i EIL’ (6.120)
Partikularni del réitvev, = 22, 2% /(2 F), zato je
2
v = Cysinkz + Cs coskx + Csz + Cy + ‘gzylf (6.121)
C1, Co, C3in C4 so integracijske konstante, ki jih ddliono iz robnih pogojev:
dv dv
_ kel L) = —~Zl =0. 6.122
=0, G =0 wm=o (6.122)
Izraz 6.127) vstavimo v 6.122) in izratunamo konstant€, Cs, C3 in Cy:
Py L Py Lctg(kL/2) Py L Py Lctg(kL/2)
— - = — = — . 6.123
“=er @ L 2k F (6.123)
Konstante §.123 vstavimo v izraz §.12]) ter izre&Cunamo vozBCna momentan;, in m;:
d*v d?v
i»=—FE1, —| , =FEI —| . 6.124
mn dz?|, M daz? |, ( )
Tako dobimo:
 EL 2y, FEIkL2Z,ctg(kL/2) _EBEl,», FEI kLZ,ctg(kL/2)
M, = I 5 F , mj, = I Vo (6.125)
ali tudi takole:
m; - 12 l—k—Lctk—L 7y L7 mj, = —Mm;
(72 k2 L2 2 g 2 12 ? 1z — 1z
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7 Ravnotezje konzervativhega sistema

V tem poglavju izpeljemo pogoj za mirovanje konservativnega sistema (telesa ibept®ogoj izpel-
jemo iz prvega zakona termodinamike. Pri izpeljavi definiramo potencialno energijo sistema. §gomc
potencialne energije lahko ugotovimo vrsto raviioiga stanja, kar obravnavamo v poglavju 8. Stabil-
nost konservativnih sistemov.

7.1 Prvi zakon termodinamike

Obravnavajmo elastho deformabilno telo, ki ga obkitajemo s povginskops in prostorninsko obtebo
7. Za telo in obt@&bo zapsimo prvi zakon termodinamike

AW, + AW, = A+ Q, (7.2)

ki pravi, da je sprememba kinétie energijgV;, in sprememba notranje energijé, enaka dovedenemu
delu A ter dovedeni toploti). Ce se omejimo na primere, ko je deformiranje adiabatno, lahko tel
sprejema ali oddaja le delo, ne pa tudi toplote. V tem primeruseapd enébo (7.1) takole

AW, + AW, = A. (7.2)

V primeru, da obt&bi ps in ¥ han&damo na telo zelo @asi in so med deformiranjem telesa \i&s
izpolnjeni ravnoté&ni pogoji, lahko kinetino energijolV;, zanemarimo V tem primeru dobimo iZ.Q)
pogoj za mirovanje sistema
AW, = A. (7.3)
Enabo (7.3) zapBemo tudi takole
AW, = Wya — Wiy = Axa, (7.4)

kjer je zW,1 ozn&ena notranja energija teles&asut, (stanje 1), 4V, pa notranja energija telesa v
Casut, (stanje 2), zA1, pa delo, ki ga telo prejme pri prehodu iz stanja 1 v stanje 2. Pomike telesa
stanju 1 ozné@mo z1i1, v stanju 2 pa Zi». Delo A5 v tem primeru izréunamo z engbo

U2

Ajp = /( /ﬁg-dﬁ>ds+/< ?Uﬁﬁ)dV (7.5)

, v

t J. Strnad, Fizika, 1. del, Mehanika, toplota, Bo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije, Ljubljana, 1995.
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7.1 Prvi zakon termodinamike

605
Ce sta obtebi s in @ konservativni,! lahko prirastek dela poginske obtibe js - dii ter prirastek
dela prostorninske olitbe v - dii zapsemo kot popolna diferenciala nekih funkcij argumetiti ju
ozn&imo zG () in g()

P - dii = —dG (i),

- diu = —dg(u). (7.6)
Iz en&b (7.6) sledi zveza med funkcij& in obtezbops, ter funkcijog in obtezbov
L oG . 0Og
ps = 9 U= 9 (7.7)
Izraza {{.6) vstavimo v {7.5) in dobimo
Ay = — / (/dG) dS—/(/dg)dV __ /(G(ﬁg)—G(ﬁl))dS—/(g(EQ)—g(ﬁl))dV. (7.8)
S U1 Yo S v

Vidimo, da je deloA, odvisno le od stanj 1 in Ze desno stran ebbe (7.8 ozn&imo z—AIl,, je

Ag = —AIl,
oziroma

(7.9)

AL = [ (G(@) - GG@)as+ [ (g(@) - g@)av. (7.10)
2, i

Z AII, ozn&imo spremembo potencialne enerdije zunanje obtebe.Ce sta obtbi ps in & neodvisni
od pomikad, iz (7.6) sledi

- (ty — 1) = —(g(d2) — g(@1)) (7.11)
V tem primeru zagiemoAII, takole ((7.11) vstavimo v {.10)
AIL = — /ﬁg (il — i) dS — /U- (ity — ity) V. (7.12)
Ly v

Ce (7.9 vstavimo v [.4), zapBemopogoj za mirovanje takole

AW, + All, = 0.

(7.13)
Pri deformiranju elastinega telesa nastanejo v telesu napetosti oziroma notranjéeii&likost obtébe,

ki na deformirano telo deluje, @asi margamo, elastino telo vrne delo, ki ga je opravila zunanja

stanje 2.

t Sistem je konservativerte je delo pri deformiranju sistema vzddaiklenjene poti enako @i To pomeni, da je delo sil
(notranjih in zunanijih) pri prehodu sistema iz stanja 1 v stanje 2 neodvisno od poti, po kateri sistem preide iz stanja

Al [H] [«



606 7 Ravnotéje konzervativnega sistema

obtezba. Réemo tudi, da je delo spravljeno v deformiranem telesu v obliki notranje energije. Sposobn
notranjih sil, da opravijo delo zaradi deformiranega stanja telesa, imenuyefaomacijska energija,
ki jo ozn&imo zU. Notranja energijdV,, elasttnega telesa je deformacijska energija telesa

W, =U. (7.14)
Pogoj (7.13 za mirovanje telesa zag@mo tudi takole:
AU + AIL, = A(U +11,) = AIl = II, — II; = 0. (7.15)
Koli€ina
IM=U+1I, (7.16)
je potencialna energija sistema

Pri deformiranju telesa iz stanja 1 v stanje 2 napetosti in deformacij&tagoa |zrazAU za spremembo
deformacijske energije dobim@e izr&unamo dela4,, notranjih sil na deformacijah, ki nastanejo pri
prehodu telesa iz stanja 1 v stanje 2

AU =A, — dU=dA,. (7.17)

IzraCunajmo prirastekiA,, dela notranjih sil na diferencialnih pomikih, ki nastanejo pri deformiranja
telesa. Zamislimo si, da iz ol#tenega telesa v okolici t&e 7T'(z, y, z) izrezemo prizmo z robovilz,

dy in dz. Na stranske ploskve prizme delujejo notranje sile. Napetsti tocki 7'(x, y, z) razvijemo

v Taylorjevo vrsto okoli téke T' in updstevamo le linearnélene. Zaradi preglednosti so na slikil
narisane le notranje sile v smeri asi

Az 00z dz
| <sz+ 52 T) dxrdy

<O'yx - a@i@;x %) drdz

a xr d
<(7m+ aoa: %) dydz

Slika 7.1:Sile v smeri osir, ki delujejo na prizmo dimenzijz, dy, dz
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7.1 Prvi zakon termodinamike 607

Pomik v smeriz 0zn&imo zu, = u,(z,y, z). Prirastek dela sil, ki delujejo v smeri asj je

ox or 2 ox 2

Oo mdy 8um dy Oo xdy Oug dy
+(ayx+ ay ) d(ux+ ><oyx a; ) drdzd(u, — 5 2 +

n Uszramdz dydz d ux_i_@uxdz _ azx_@azxdz dy da dfu, aux@ n
0z 0z 0z 2

+ v, dx dy dz du.

(7.18)

Ko upcstevamo, da je

Oug dxr\ Ouy

)5
Oug dy\ Oug \ dy
Ouy dz ou

d(“”&z) —d“ﬁd(az)

dobimo

ox oy 0z

Za smeriy in z dobimo podobna izraza

_ (97 99y | 002y Ouy Ouy Ouy
dAyn<< o + By + ER +vy | duy + 04y d o +oyyd By +o.yd 5% av

(7.20)
in
B 0oy, Ooy, 00, Ou, ou, ou,
(5 o) o) )
(7.21)

Z uy in u, sta oznaena pomika v smeri 0gi in z. Ena&be (7.19-(7.21) seStejemo. Ce updtevamo
ravnot&ne pogoje za delec znotraj telesa, dobimo

ou ou ou
An: Aam An Azn: Tx — - 2z —
d d +dAy, +d <J d<3x>+ayyd<8y>+a d<8z>+

ov ou ow ov ou ow
v | d d .| d d e | Al =— d|l — dV =
”y< (ax>+ (é@))*"y < <ay>+ (az»” < (az>+ <8x>>> v
= (Opp dege + oyydeyy + 022 dess + Opy 2degy + 0y, 2dey, + 025 2de,) dV.
(7.22)
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608 7 Ravnotéje konzervativnega sistema

Delo dA,, zapsimoSe z vektorji napetosti in prirastki vektorjev deformacij
dA, = (6 - déy + 7y - déy + 7, - dE,) dV. (7.23)

1z (7.22) lahko izrazimo dela@l.«,, ki predstavlja prirastek det&A,, na enoto prostornin@:e upétevamo,
da sta tenzorja napetosti in deformacij sini@td, dobimo

dA,

doty, = —
av

= Opg degy + Oyy deyy + 022 de, + Opy degy + Oyg deyy + 0y dey.+

o (7.24)
+ 02y dgzy + Ozp dezy + Ogr deg, = Z Z Oij dgija (Zaj =Y, Z)
J

%

Ce so notranje sile konservativne, je izdalz > 0ijdeij, (i, = x,y,z) popolni diferenciabpeciftne
deformacijske energije#(¢;;) z argumenti deformacij;;

d&an = d%(&‘ij). (7.25)
Enabo (7.29 integriramo od deformaci;; ; stanja 1 do deformacij;; » Stanja 2
€ij,2 €ij,2
d;z/n = / d@/(&‘ij) — JZ/n = %(Eijg) - %(sijJ). (726)

€ij,1 €ij,1

Ce (7.26) integriramo po celem telesu, dobimo izrAZ/ za spremembo deformascijske energije telesz
pri prehodu iz stanja 1 v stanje 2

AU = /(”Z/(Eijg) - 52/(8,‘9‘71) ) dv. (7.27)
v

Ce v (7.25 updstevamo T7.24) ter pravilo za pisanje popolnega diferenciala funkeije;;), dobimo
zvezo med napetostmi; in speciftno deformacijsko energije

o 0w .
zi:zj:a'ij dsij = zljz]:ag”d&] — 045 = @, (Z,] :ﬂ:,y,z). (728)
Ce (7.27) in (7.10 vstavimo v (/.15
— [(#ei2) — weiin)) av + [(G(@) - Gan)ds + [(o(a) - g(a)av=o. (7.29)
v Ly v
zapiemo potencialno energijd sistema takole

= / Uewy) dV + / G(ii) dS + / o(@) V. (7.30)
v Zp V4
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7.1 Prvi zakon termodinamike 609

Pogoj za mirovanjeAIl sistema za primer, da sta oble ps in ¥ neodvisni od pomikov, zapemo z
enabo (glej (.12 in (7.13)

AH:/(%(gij,Q)—%(gijJ))dv— /ﬁgﬁdS—/ﬁﬁdeO (7.31)
4 7, 4

V tem primeru zagemo potencialno energijd sistema takole:

H:/%(sij)dV— /ﬁs-ﬁdS—/U-ﬁdV. (7.32)
v , v

Ce upétevamo zvezo med napetostmi in deformacijami za linearno @lastiaterial
5i:2M@+A115@, (i:x,y,z),
zapBemo prirastek spedifiega deformacijskega dela takole ( €; - d&; = dli., (i = z,y, 2)):

dUeij) =2p Y & -dEi+ A iedle, (i =1,y,2). (7.33)

Z dI. je ozn&ena sprememba prve invariante tenzorja defornadeij = de,, + deyy, + de... En&bo
(7.33 integriramo in dobimo celotno spedifio deformacijsko energijo delca

oL A A .
Ueij) =1y & &+ 5 e =n DO e+ Slie (i =my,2). (7.34)
% A 7
Enabo (7.34) lahko zapsemo tudi takole

& . . 1 S L o
%:Z;(ngz"FAllaez):izal527 (Z,j:l',y,Z) (735)
7 i
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8 Stabilnost konzervativnih sistemov

8.1 Stabilno in nestabilno ravnot&no stanje

Locimo stabilno in nestabilno ravnot&no lego sistema oziroma konstrukcije. V primeru konserva-
tivnega sistema lahko ugotovimo vrsto ravrimtega stanja z Lagrange-Dirichletovim izrekdm:

Ravnotezno stanje konservativnega sistema je stabiln@e ima potencialna energija v tej legi lokalni
minimum.

Potencialna energijd konservativhega sistema je za primer, ko stazifitgs in ¥ neodvisni od pomikov,
doloCena z enébo (7.32)

H:U+HZ:/%(ﬁ)dV—/ﬁg-ﬁdS—/ﬁ-ﬁdV:H(ﬁ). (8.1)
v 7, v

Potencialna energija je odvisna od pomil@vﬁ:e v 8.1 vstavljamo razne funkcije z&, dobimo zall
razlicne skalarne vrednostiI je torej funkcija funkcij alifunkcional. DoloCanje ekstremnih vrednosti
funkcionalov obravnavaariacijski ra ¢un.

Potencialna energija zapisana z &ma §.1) ustreza rdunskemu modelu telesa z zvezno razporejenc
snovjo (kontinuumu). Znélnost kontinuuma je, da ima neskino Stevilo prostostnih stopen;j. Pri
numertnem r&evanju nalog oléajno uporabimo aproksimativne metode, s katerindiurski model
telesa z neskdmim Stevilom prostostnih stopenj prevedemo na model £kivn Stevilom prostostnih
stopenj. Takemu anskemu modelu e@modiskretni model.

Potencialno energijdl diskretnega sistemasz prostostnimi stopnjami lahko izrazimo s posggaimi
koordinatamig; (: = 1,...,n)

Vzemimo, da telgpoljubno premaknemo izavnotezne lege ki je dolotena s koordinatamj; tako,

da se koordinate; spremenijo zaq;. Telo premaknemo skladno s podporami tako, da so sprememt

T C.L. Dym, Stability theory and its applications to structural mechanics, Noordhoff International Publishing, Leyden, 19
t F. Krizani, Navadne diferencialne ettze in variacijski réun, Dzavna zaléba Slovenije, Ljubljana, 1974.
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8.1 Stabilno in nestabilno ravndteo stanje 611

0q; koordinatg; majhne. Spremembe@gq; imenujemo tudivariacije koordinatg;. Na mestuv,, kjer
so pomiki predpisani, telesa ne moremo poljubno premakniti. Zato so vardaci@ordinatg; na tem
mestu enake Bi

Premaknjeno lego v okolici ravndtee lege ogiemo tako, da potencialno energijorazviiemo v Tay-
lorjevo vrsto okrog ravnotae lege doloene s koordinatamgi;, (i = 1,...,n)

(g1 +0g1, -, qn + 0¢n) = H(q1, ... . qn +Z (5qp 2!228 6 dqpdgr+

o peir=l (8.3)
41 I 837115 5gr6qs +
p=1r=1 s=1
Spremembo potencialne energije pri premaknitvi telesa iz raZnetlege ozndmo z ATl
Al =T1I(q1 + 0q1, .-, qn +0qn) — (q1,- .., qn)- (8.4)

Ce uporabimo oznake za prvdl, drugod?II, tretjo 6311 in k-to §*II variacijo potencialne energije

oIl
oIl = 20 ——0qp,

p=1
n

2
Yy aa o000

p—lr 1

ZZZ 8qpa a 5Qp5qr(5qs, (8.5)

p=1r=1 s=1

n n

= ;TZ: Zaqpaqr - 5%5% -84y,

1 t=1

zapsemo enébo B.3) v obliki
Lo L3
AH:5H+§6H+§5H+.... (8.6)

V primeru mirovanja oziroma ravndt@ je sprememba potencialne energél enaka nt (en&ba
(7.13))

1 1
AII = 611 + 552H + 553H +...=0. (8.7)

Ker so variacijedq; majhne, so produktbg; variacij koordinatg; v primerjavi z linearnimicleni dg;
zanemarljivi. Zato lahko drugo in §je variacije potencialne energije v &ba (8.7) zanemarimo in
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612 8 Stabilnost konzervativnih sistemov

zapBemopogoj za ravnoteje takole

"L 9l
S =) %5Qi = 0. (8.8)
=1

Enaba 8.8) dolocaizrek o stacionarni vrednosti potencialne energije Po Lagrange-Dirichletovem
izreku (izrek velja za kontinuum in za diskretni model) je raviotestanje konservativhega sistema sta-
bilno, €e ima potencialna energija v ravnbié legi lokalni minimum . To pomeni, da lahko ugotovimo
vrsto ravnotéja, Ce telo premaknemo iz ravndiee lege in izraunamo, kako se je pri takem premiku
spremenila potencialna energija Ce se je potencialna energija péaéa, je ravnoténa legastabilna

1 1
AIl = 55211 + 55?’“ +...>0. (8.9)

UpoStevali smo, da je v ravnatai legi 511 = 0. O vrsti ravnotéja (stabilno ali nestabilno) odba prva
od ni¢ razlicna variacija potencialne energijée je prva od i razlicna variacija pozitivna, jAII pozi-
tiven in je ravnoténa lega doléena s koordinatanaj; stabilna.

V primeru linearno elasthega materiala, majhnih deformacij in uporabe raviratepogojev na nede-
formirani legi se izkae, da jes?II > 0. Zato je v tem primeru ravnotea lega, doldena s pogojem

oIT = 0, stabilna. Pri ugotavljanju vrste ravnédjia moramo upstevati enébe geometrijske nelinearnosti
(glej poglavje 6).

8.2 Nekateri pojmi analize stabilnosti konstrukcij

Oglejmo si naslednje pojme povezane s stabilnostjo konstrukcij:

kriti¢no ravnoté&no stanje,

parameter obigbe,

ravnot&na pot,

kriticne tacke,

preskok konstrukcije,

uklon konstrukcije in uklonske oblike.

2

Diskretni konservativni sistem je v ravndja, Ce je prva variacija potencialne energije enakalen&ba
(8.8)). Lagrange-Dirichletov izrek pravi, da je ravnbb® stanje konservativnhega sistema stabiteama
potencialna energija v ravnatei legi glede na sosednje lege minimalno vrednost. Pogoja za stabilr
oziroma nestabilno ravnatg zapsemo takole

(8.10)

ST—0 i AZII > 0, stabilno ravnoténo stanje
= m
AZII < 0, nestabilno ravnoio stanje
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8.2 Nekateri pojmi analize stabilnosti konstrukcij 613

1. Kriti €no ravnotezno stanje

Konservativni sistem imhriti €no ravnotezno stanjg €e sta prva in druga variacija potencialne energije
enaka ng
SII=0 in 6 =0. (8.11)

Ce ima potencialna energija v okolici ravabe lege prvo in drugo variacijo enaka@npotem o stabil-
nosti oziroma nestabilnosti daajo viSje variacije

1 1
SII=0, &P=0 — AHziﬁH+aﬁH+m. (8.12)

2. Parameter obt&be

Pri analizi stabilnosti offiajno vektor obtébe { F'} izrazimo sparametrom obtezbe \ in referer@no
obteZbo { F'},f z en&bo
{F} = )‘{F}ref‘ (8.13)

Potencialno energijdl konservativhega sistema zato Zspno takole

II= U(qlv oo 7Qn) +Hz(q1a .o '7qTL7A) = H(q17 v 7qna)\)' (814)

Zadnjo enabo lahko zagiemoSe z refereanim delomA,.. s

II=U(q, - an) = Aret(qr, - - -, ). (8.15)

3. Ravnotezna pot

Ker so pospléene koordinate po definiciji linearno neodvisne, so neodvisne tudi variggdijeato
zapBemo enébo 8.8) takole

8H(q17 «v oy Qn, )‘)
9qi

=0, (i=1,...,n). (8.16)

ReSitev sistema erid (8.16) je dolatena s funkcijamiz; (), ki doloCajoravnotezno pot (krivulja v n-
dimenzionalnem prostoru). Ker s posgmimi koordinatamg; opisemo pomike, predstavljajo funkcije
qi(\) pomike v odvisnosti od obkbe. Ce poteka ravnolma pot skozi toko ¢; = 0 (tocka v n-
dimenzionalnem prostoru), je taka pmtnovna ravnot&gna pot. V nasprotnem primeru je psekun-
darna ravnoteznapot. Na sliki8.1 sta prikazani osnovna in sekundarna ravanéepot za sistem z eno
prostostno stopnjo.

t M. Stanek, G. Turk, Statika Il, FGG, Ljubljana, 1996.
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614 8 Stabilnost konzervativnih sistemov

\

osnovna
ravnoteZzna pot

\

sekundarna
ravnotezna pot

Slika 8.1:0snovna in sekundarna ravnbte pot

4. Kriti €ne tacke

Kriti ¢ne take delimo ndimitne in bifurkacijske. Limitna totka je t&ka, v kateri dosee parameter
obtezbe A ekstremno vrednost. Bifurkacijskatka je t@ka, v kateri se sekata osnovna in sekundarne
obtezna pot. Bifurkacija pomeni razvéfie. Na sliki8.2a je prikazana limitna ttka, na sliki8.2b pa
bifurkacijska t@ka za sistem z eno prostostno stopnjo.

a) b)
limitna tocka bifurkacijska tocka
\osmovna osnovna

ravnotezna pot ravnotezna pot

\

sekundarna

A
\
\
\
\
\
\
| ravnotezna pot
\

A
\
\
\
\
\
\
\
\

Slika 8.2:a) Limitna tatka b) Bifurkacijska t6ka

5. Uklon konstrukcije in uklonske oblike

Analiziranje stabilnosti z lineariziranimi ravnaeimi ena&bami obravnavhnearna analiza stabilnosti

Pri taki analizi up&tevamo, da so pomiki majhni in zato izrazimo potencialno energijo sistema tako,
updstevamo le linearne in kvadratitéene, v katerih nastopajo pospine koordinate (pomiki). V tem
primeru so ravnotene enébedll/dg; linearne. (V primeru sem lineariziral ravnatee enébe!?) Taki
analizi r&€emo tudiuklon konstrukcije . Z linearno analizo lahko izEanamo bifurkacijske obbibe ter
pripadaj@e uklonske oblike.

Primer 8.1 DoloCimo kriticni sili in pripadajcCi uklonski obliki za prikazano konstrukcijo, ki je sestavl-
jenaiz dveh togih palid B in BC, ter dveh patastih vzmeti s togostjo(slika8.3). Tezo palic zanemari.
Pri ratunu predpostavi, da sta zasuka in @ majhna. Uklonski obliki sistema z dvema prostostnima
stopnjama izrazi z zasukoma in s.
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8.2 Nekateri pojmi analize stabilnosti konstrukcij 615

k
W F
A B C
L < L 1

Slika 8.3: Geometrija in obtEba sistema

Deformacijska energij& konstrukcije je
1 1
U=-k(p1—¢2)°+ ko3
2 2
Potencialna energija zunanje siige
II,=—F[L(1—cosy1)+ L(1— cosps)].

Potencialna energija sistema je
1
II= ik(gof — 2102 +293) — FL(2— cos gy — cos ).

Pogoj za ravnotge

zapsemo takole
OIl = [k (p1 — p2) — F Lsing1] 0p1 + [~k (p1 — 2p2) — F Lsinga] dpa = 0. (8.17)
Ker sta variacijider in g2 poljubni, dobimo naslednji ravnatai en&bi (homogen sistem ebh)

k(o1 — p2) — F Lsing; =0,
—k (o1 —2¢2) — F Lsin pg = 0.
Ob predpostavki, da sta zasuka in ¢, majhna, upétevamo, da j@inp; ~ 1 in dobimo sistem
homogenih enzb
(k—=FL)p1 —kpa =0,

(8.18)
—kg1+2k—F L)y =0,

ki predstavljgproblem lastnih vrednosti. Za netrivialno r&itev homogenega sistema mora biti determi-
nanta sistema enakacni

k—FL -k | _ o .k E\?
& ok-rFr| " _3LF+<L> =0
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616 8 Stabilnost konzervativnih sistemov

Korena te enébe stdastni vrednosti problema

k k
F; =0.382 — Fy =2.62—.
1 L) 2 L
Lastni vrednostify in I, stakriti €ni oziromauklonski sili. Ce lastni vrednostf; in Fy vstavimo
v en&bi (8.18), dobimolastna vektorja, ki predstavljatauklonski obliki, to je obe méni ravnoteni
obliki konstrukcije

2 = 0.618 ¢ ustreza sili Fy,
¥2

—1.62p; ustreza sili Fy.

Ustrezni uklonski obliki sta prikazani na sligi4.
F=0.328k/L

F=2.62k/L

A 92=0.618¢; A

Slika 8.4: Uklonski obliki

Velikosti zasukap; ne poznamo. Iz primera sledi, da pri analiziranju uklona konstrukcije lahkéuneamo
le velikosti krititnih sil ter pripadajée uklonske oblike. Dolf&iti 5e vrsto ravnotga!

6. Preskok konstrukcije

Obravnavajmo dveé&lenkasto podprti ir€lenkasto povezani palici ddhe L v ravnini x, z. Palici sta
obtezeni s siloF, katere velikost se spreminja (sliBzb).

Slika 8.5: Zatetna lega palic je dofena s kotonay, trenutna lega pa s kototh

Zaradi delovanja silé” nastane v palicah ttma osna sila, zaradi katere sezioi palic zmani;ata.ée je
kot oo dovolj majhen, lahko nastopi primer, da seioi palic tako zmar§ata, da postane kétenak n¢,
Se preden nastopi v palici Eulerjeva uklonska sila. V tem primeru pride do nestabilnostipasidika
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8.2 Nekateri pojmi analize stabilnosti konstrukcij 617

konstrukcije. Potencialno energijo sistema z&g@ino v odvisnosti od kotatakole

2
H:2;/Es§de—Fw:E<ALL> AL—Fw:ETA(AL)Q—Fw:k(AL)Z—Fw.

P

S k je ozn&ena togost palice = E A/L, E je modul elasttinosti materialaA pa pldCina pr&nega
prereza palicey;, pa obmd@je? ene palice. Spremembaziok AL palice in pomikw prijemal&ca sile
F izrazimo s kotond

cos a )
AL:Z_LZL(COSG_l)’ w = L (sina — cos atgh)
in dobimo )
I=FkL? (cosa - 1) — F L (sina — cosatgh). (8.19)
cos

Pogoj za ravnotge je

Cos «x

o

tgh /cosa
=0 2k L2 < —1> FL =0 8.20
00 - S 050 \cosd + cos? 6 (8.20)
Iz (8.20 izrazimo siloF’ v odvisnosti od) po en&bi
F =2k Ltgh (cos® — cos ). (8.21)

Graf F'(#) po en&bi (8.21) prikazujemo na slik8.6 (pri risanju slike up&tevamo dva primerai = 7 /2
in o = 0.02).

kL 2
1
‘E 60— )
2
-3 0,=0.0115

-0.02 -0.01 O 0.01 0.029

Slika 8.6:Graf F/(0)

Iz en&be .21 izratunamo, da j&" enaka nt zad = 0,0 = «in § = —«. Vrednosti kotow, pri kateri
ima funkcijaF'(#) ekstremne vrednosti dobimo iz pog@j&’/06 = 0:

OF 1
T _9kL
00 c

T (cosf —cosa) — 2k Ltgh sinfh = 0. (8.22)
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618 8 Stabilnost konzervativnih sistemov

Iz en&bedF'/06 = 0 sledi
cos o — cos® 0 = 0. (8.23)

Realni réitvi ena&be @.23 sta:
01 = Arccos (\3/ cos a) , 0y = —Arccos (\3/ cos a) .

Ce kotf izrazimo s kotomp po en&bi § = o — ¢, narSemo graff'(y) kot prikazujemo na slik8.7.

@1 P2

£1=0.0085
10,0515 o0

0 0.01 0.02 0.03¢0.04

Slika 8.7:Graf F(¢) zaa = 0.02

Vrednosti kotovp, pri katerih imaF'(p) ekstremne vrednosti 0zéiano s¢; in o
p1=a—"b, w2 =a—bs.

Vidimo, da obstajajo tri ravnobme lege za" = 0: (0 = 0, § = «, § = —a) oziroma(y = 0, ¢ =
a, ¢ = 2a). Vrsto ravnotéja ugotovimo,Ce izr&unamo drugi odvod potencialne energije. Ema
(8.20 odvajamo pd@

011 tg26 1
—— =4k IL? cos’a & +2k L% cosa (Cosa_l) —_—
062 cos2 6 cos 6 cos3 6
ey tod (8.24)
— 2k L? cosa & 4—2FLC0$04L2
cos cos? 6

in za F' vstavimo 8.21)
%11 B 2kL? cosa
062 costl
Ce v 8.25 postavimo, da j&2I1/962 = 0, dobimo enabo @.23. Zato ima funkcijad?I1/962 enake
nicle, kot funkcijad F/96. Graf 9*11/96%v odvisnosti ody prikazujemo na slikB.8.

(cos o — cos® theta) (8.25)
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0.002
&1
9673

0.001

0 @IWSDE

-0.001

0 0.01 0.02 0.03 0.04 @

Slika 8.8:Graf 9%11/06* v odvisnosti odp

Ce jed*11/06? pozitiven, imall minimalno vrednost, je ravnatao stanje stabilnoCe pa jed?11/06?
negativen, imdl maksimalno vrednost, je ravndteo stanje nestabilno. Na sli&i7 je stabilno ravnoteno
stanje oznéeno z neprekinjeno, nestabilno ravriote stanje pa s prekinjer@oto. Vidimo, da je ravnoteno
stanjeF’ = 0, § = 0 (oziromaF = 0, ¢ = «) nestabilno. V tékahC in E je 9211/86% enak ng. Ce
izratunamo tretji odvod potencialne energijef@?>11/963), lahko narsemo grab>11/903v odvisnosti
od ¢ (slika8.9). V ta namen §.24) odvajamo p@

o311 6k I2 cos? artgh 0k 2 cos atgf 16k L2 cos? a tgf
063 cos* 4 cos? 6 cos* 6 (8.26)
LokI2 <4cosa_ )cosoztg39 o COSC +4FLcosatg20
cos 0 cos 0 cos* 6 cos2

in za F' vstavimo 8.21)

311
0 tgl g2 S8 th.

Z =12k L? cos’ a - 8.27
063 costd cos @ ( )
ot
0.1
0 ¢1 X ¢72
-0.1
—0.2

0 0.01 0.02 0.03 0.04 @

Slika 8.9: Graf 9311/963 v odvisnosti odp
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620 8 Stabilnost konzervativnih sistemov

V toCkahC in E, to je prig = 1 in ¢ = w9, je tretji odvod potencialne energije ra&n od nt. Ker je
to prvi odvod, pri katerem je potencialna energija &z od nt in ker je ta odvod neparen, st&ko C
in E toCki na sedlu. To pomeni, dd nima minimalne vrednosti in sta tit&i nestabilni.

Pri delovanju sile na konstrukcijo, katere velikost rieaod vrednosti i, nastopi lahko tudi primer,
da konstrukcija pri mejni velikosti silpreskoCi v novo ravnoténo lego. Silo, ki povzréi preskok
konstrukcije, imenujemmejna sila. (limitna?)

V nadaljevaniju je prikazan primer, pri katerem konstrukcija pri mejni sili préiskmovo lego. Opisana
so tudi ravnotena stanja, v katerih se konstrukcija pri dveh r&zlh vrstah obremenjevanja nahaja.
Konstrukcija je sestavljena iz dvéhenkasto podprtih iGlenkasto povezanih elatiih palic, ki sta pred
zaCetkom delovanja silé’ nagnjeni za kotv (slika 8.10).

Slika 8.10:Zatetna lega palic je dot®na s kotona

Konstrukcijo obt@imo na dva néina. Pri prvem enakomerno &@mo pomike in merimo pripaddjo
silo. Pri drugem pa w&amo silo in opazujemo pomik&€e palici obtéujemo s siloF’ v smeri havzdol,
se naklon palic maBp (slika8.11).

Slika 8.11:Lego palic pri delovanju silé” doloca kot

Na sliki 8.12je prikazana zveza med silB in zasukomyp, ¢e zasuk véamo in dol@amo pripadajéo
velikost sileF, pri kateri se konstrukcija nahaja v ravnijte!

T IMT. Thompson, G.W. Hunt, A General Theory of Elastic Stability, John Wiley & Sons, 1973.
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8.2 Nekateri pojmi analize stabilnosti konstrukcij 621

Slika 8.12:0bteZzna pot za primekie zasuk véamo in dol@amo pripadajéo ravnoténo silo

Del krivulje AB na sliki 8.12 ko se velikost sile povije od nE do mejne vrednostly, predstavlja
stabilna ravnotena stanja. Ko kop presé&e mejno vrednosp g, bo konstrukcija v ravnoiem stanju,
Ce se velikost sile masa. Pri velikosti zasuka = « (tocka C) je velikost sile F' enaka nt. Pri
nadaljnjem véanju kotay bo konstrukcija v ravnoigu, Ce silaF deluje navzgor (slik&.13.

'a<¢<2a

Slika 8.13:Ko je a < ¢ < 20, silaF zagotavlja ravnotge, e deluje navzgor

Pri vrednostip = ¢p, se absolutna vrednost sifezatne margati. Ko je koty enak2a, je konstrukcija
v ravnotgnem stanjuce je velikost sile” enaka nt (slika8.14).

Slika 8.14:Ko je ¢ = 2q, je velikost sileF’ enaka nt

Pri nadaljnjem véanju kotapy bo ravnoteéje izpolnjenoge silaF’ deluje navzdol (slika.15).
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622 8 Stabilnost konzervativnih sistemov

Slika 8.15:Ko je ¢ > 2q, je konstrukcija v ravnotenem stanju¢e silaF’ deluje navzdol

Ta del ravnotne poti je na slikiB.11 oznd&en s tékami E, F' in G. V diagramuF — ¢ predstavlja

del krivulje BC'D nestabilna ravnoima stanja, preostali del (odsek# in DG) pa stabilna ravnoima
stanja.

Ce prikazani primer dveh med sefit¢nkasto povezanih palic otitgiemo tako, da sil& vestas deluje
navzdol in pri tem njena velikost n&a, se pojavpreskok konstrukcije (slikeB.16).

FA o
\ B preskok
fer = =T 7F
| \ /
| \ /
\ \ /
iigiii\gii; E@/ii\i)
A ¥B 02\\ @p /20 or ¢
\ /
\ /
\\o//
D

Slika 8.16:Pri nardcanju velikosti sileF" pride do dinaninega preskoka konstrukcije v novo lego

Ko dosee silaF' mejno vrednosF), (o = ¢p), konstrukcija v trenutku preskov novo lego ¢ = ¢ )
(slika8.17).
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Ca
~ ~
// \\
///(p \\\
A 2 B 4
- ¢<g¢p

Slika 8.17:Ko ¢ dose&e vrednosty g, konstrukcija preski v novo legoy = ¢

Z veCanjem velikosti silef” je obtena pot dol@ena z delom krivulje'G (slika 8.16. OdsekadB in
FG na sliki8.16 doloCata stabilni ravnoii poti.
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