5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 445

Dolotiti moramo upogibni moment v nosilcih ter sile v vzmeteh zaradFsiin F; ter zaradi virtualne
sile §F, = 1. Upogibna momenta/,, in § M, prikazujemo na slikb.90

0 [MZZA
a
4
Slika 5.90:Diagrama upogibnih momenta,, in §M,
Osni sili v vzmeteh zaradi s#} in Fy staN,; = —(F; + F»)/2 in N,o, = —F,/2, zaradi virtualne sile

§F, = 1 paje od nt razliéna le sila v prvi vzmetd N,; = —JF, /2 = —1/2. Delo§W}* je zato enako:
1 Flaa121a <F1 F2>]. 1

EI, 4 223 4
Upostevamo izrek o virtualnih silafiV} = W in dobimo
1 Fy a’ n Fi +

TQwat =g Ak

SWE =2 a2z 22y =
W 2 2 ) 2k

oziroma

wa By a’ Fi + F»
w1 = — .
2 48 4 ko1

5.1.7 Vpliv striznih napetosti zaradi precnih sil na pomike linijskega nosilca

Ce prénih sil na deformiranje nosilca ne ugtevamo, ostane piri prerez raven, pravi kot med osjo
nosilca in prénim prerezom se ohrani tudi po deformirajy. = 0). To pomeni, da je zasuk,; OSi
nosilca enak zasukal,,crezo Precnega prereza
Oprereza = (osi-
Na sliki 5.91prikazujemo lego nosilca pred in po deformiranju.
a) b)

os nosilca ;(*/
— iL 77777777777 ‘aprereza
ps = B SN j —
’ precnl prerez 7777777 = ,
Slika 5.91:a) Os nosilca in pi&ni prerez pred obremenitvijo
b) Os nosilca in préni prerez po obremenitvi

V primeru, da upétevamo vpliv prénih sil na deformiranje nosilca, se pre prerez po obremenitvi
deformira in ni v& raven. To ugotovimaze nosilec raunsko obravnavamo kot dvodimenzionalno kon-
strukcijo in updtevamo ravninsko napetostno stan@premeni pa se tudi pravi kot med osjo nosilca in

t M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, razdelek 4.3.5, 1998.
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446 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

precnim prerezom, ker je,, # 0in o,. # 0, je (ezy # 0in e, # 0). Na sliki5.92je prikazana lega
nosilca po obremenitvi za primer, ko ugievamo tudi vpliv sténih napetosti na deformiranje.

Ly 0s nosilca

precni prerez

Slika 5.92:0s nosilca in préni prerez po obremenitvi

Ce nosilec raunsko obravnavamo kot linijsko konstrukcijo, lahko doioo le povprecni zasukiprereza
pretnega prereza, ki se spreminja le v odvisnosti od koordinakaer se pravi kot ne ohrani, je

Qosi 7é Qlprereza-

Pri raCunanju zasukov z izrekom o virtualnih silah dobimo zasukpega prerezé ereza in Ne zasuk
osi nosilcaxs;. To je posledica definicije deld8V virtualne obté&be na resiiinih pomikih, ki je produkt
pospldsenevirtualne sile in pripadajoegaposplaseneggomika.Ce na primer na krajnie( = L) preéni
prerez nosilca deluje virtualna olitea dpgs;, jo lahko nadomestimo s sil®F7,. in momentomi My,
(slika5.93:

SFro= [ pssddn M, = [ sdpssda..
.Q{Lz JZ{La:

7, 7,
51,

6p5x Ly
x N } Sky,

Slika 5.93:0btezbaps,. pripada prénemu prerezuy; ,

Ker predstavljata oblbi 6 7, in M, obte&zbo pr&nega prereza nosilca, k tem posgoim silam
pripadata pospkena pomika, in ¢, —to je pomik in zasuk pfega prerezar;,. (glej razdelek 1.5

S ¢, 0zn&imo zasuk vlakna, ki je usmerjen v smeriokrog osiy. Delo §W virtualnih sil § Fr, in

dMr,, na pospl&enih pomikihu, in ¢, je torej

SW = 6Fpy g + 6Mpy ..

Sledi, da zasuk pimega prereza linijskega elementa @mamo po erébi

0. = 6. (5.36)
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 447

Primer 5.25 Z updstevanjem vpliva pfih sil dolaCimo pomike in zasuke za naslednje preproste primet

a) navpini pomikw(L/2) totkex = L/2 in zasuk prénega prerezag.(0) ob podporiz = 0 na
prostoleg&em nosilcu, obteenem z enakomerno linijsko obbe (slika5.94a),

b) navptni pomikw(L) in zasuk prereza. (L) na prostem koncu konzole, obéme s tokovno silo
(slika5.9M),

¢) navpitni pomikw (L) in zasuk prerezeg. (L) na prostem koncu konzole, obéme z enakomerno
linijsko obtezbo (slikab.94c).

AHHHY{HH@L* L ¥ ’iHHHHé\*
74\%2 ‘ 1 L > ‘ 1 L 11

Slika 5.94:a) R&unw(L/2) in ¢.(0) b) in c) R&unw(L) in ¢, (L)

Nosilec je pravokotnega pteega prerezgirineb in visineh. Poissonov koeficient = 0.3.
a) Navpicni pomik w(L/2) in zasuk prerezay,(0) prostolezeCega nosilca

Pomikwy izratunamo po eribi:
wy = W, (6FPr, = 1.0).

Delo W virtualnih sil na resriinih deformacijah v linijjskem nosilcu iztanamo z enébo (6.33. Ker
sta od ni razlicna le upogibni moment/, in pretna silalV,, raCunamo pomikwz na prostem koncu

konzole po enébi
L _ _
B k:N,ON, My,oM,
wT—/< A, + EI, >d:v.

Notranje sile zaradi obie &2, so prikazane na sliks.95
%L
]l
W [N;] [My]
P e , Z

2

Slika 5.95:Pretna sila in upogibni moment zaradi linijske obbe 22,

Notranje sile zaradi virtualne siteF;-, so prikazane na slils.96
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448 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

N0

20|~
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A AW 0] WW (612,
‘ 7
4

Slika 5.96:Pretna sila in upogibni moment zaradi sié’r, = 1

Navpicni pomikw pri z = L/2 je (glej primer 5.5)

1 2, LL11 1 22, 1°L5L, 2. L* 52, L*

GA, 2 222 +Elyg 8 232 _8chAx+384EIy'

‘5\%:1 B I W
Wiy, A AR T for) S (61,

1 L

w(L/2) =

Slika 5.97:Pre&na sila in upogibni moment zaradi momenfer, = 1

Zasuk prénega prereza, prix = 0 je

P, L3

1 2,12
24F1,

EI, 8

21
©z(0) = 3ls =

b) Navpicni pomik w(L) in zasuk prerezay, (L) prostega konca konzole, obteene s siloFr,

Notranje sile zaradi silé’, so prikazane na slil5.98
—Fyp, L

[N:] [My]
I ﬁ

Fr

N

Slika 5.98:Pretna sila in upogibni moment zaradi sife-.,

Notranje sile zaradi virtualne oliteed Frr, so prikazane na slils.99

0Fp, =1 _
’ (6N, GFr=1)] L

T

Slika 5.99:Pretna sila in upogibni moment zaradi silé’r, = 1
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 449

Navpicni pomikw pod siloFrr, je

1 Fr.LL?2 K FroL?* k. Fr.L Fr,L? 3k, E1,
- °L Fr.,L 1= = 14 222
Y=L 2 3 Ga, 3EL, ~ GA, 3EL \'  I°GA,
Ce updtevamo, da je
E I, h?
=12 —=2(1 =26 Y=
re=12, =24y =26 Sh=g5

dobimo

Fr, L3 R\ 2
— 1 . — .
wr 3E1y<+078(L>>

V preglednici5.2in sliki 5.100podajamo velikosti napake pri¢anu pomikawr, Ce zanemarimo vpliv
striznih napetosti.

Tabela 5.2: Vpliv stizne napetosti na pomik
h/L Pomikwrp Napaka v %
Fry L3

0.1 (1 + 0.0078) 0.77

Fry L3
3EI,
Fry L3

0.5 (140.1950) |  16.32

1.0

(140.7800) |  43.82

o

0 02 04 06 08 1.0
h/L

Slika 5.100:Vpliv strizne napetosti v odvisnosti dg/ L

Iz prikazanih rezultatov sledi, da vpliva @r@h sil na pomike pri kratkih nosilcih ne smemo zanemariti.
To seveda veljage kratki nosilec obravnavamo kot linijski nosilec.

Za r&un zasuka prereza,(L) potrebujemo notranje sile zaradi virtualnega momenté,, (slika
5.10)
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450 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

o NNOANN

| [0, ]
T

Slika 5.101:Pre&na sila in upogibni moment zaradi momenfe,, = 1

Zasuk prereza je
1 L Fr, L?
Ly=———+Fp,L—-1=— .
pl) = =g Fra L g 2F 1,
c¢) Navpicni pomik w(L) in zasuk prerezay, (L) prostega konca konzole, obteene z enakomerno
linijsko obteZzbo &2,

Notranje sile zaradi obide &2, so prikazane na sliks.102
i

\ [N2] i [My]
W =g

Slika 5.102:Pregna sila in upogibni moment zaradi linijske obe 22,

Notranje sile zaradi virtualne siteF;, so prikazane na sliks.99 Navpini pomikw priz = L je

1 L 1 2, I12L3L P2, L2 2, L4
L)=—? [=1+ — it )
W= e 7 Y B e 34 T aka4 T sED,

Notranje sile zaradi virtualne momenta/r, so prikazane na sliks.101 Zasuk prénega prereza.
priz =0 je
1 2, L?

2, L3
EI, 2

Y

1_
- =

Primer 5.26 Z izrekom o virtualnih silah dol&imo zasukvc, preCnega prereza in navpni pomikwc
prostolee&ega nosilca pric = L/2 (slika5.103! UpoStevajmo tudi vpliv prénih sil na pomike.

A B B
-
zY

TIITI7.

~Mey @
| L |

T 2 1

L
2

Slika 5.103:Prostolgeti nosilec obtéen z momentoni/c,
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 451

IzraCunajmo najprej zasuk prereza pri= L/2.

Notranje sile zaradi zunanje olatee prikazujemo na sliks.104

Mey,
%QAW 2 (11,
2

Slika 5.104:Pre&na sila in upogibni moment zaradi obbe z momentomi/c,,

Notranje sile zaradi virtualne oliteed M, = 1 prikazujemo na slikb.105

A f\dMCy:l B _
> ) S
L N L |

ZV 2 2

1%

2

%@%@% MM@W i
7 (5N, (6Moy=1)] © [6My (O Mcy=1)]

Slika 5.105:Prena sila in upogibni moment zaradi momenfe -, = 1

Zasuk prénega prereza pti = L/2 ob updtevanju upogibnega momenta in @me sile je:

I McyL121,  ws Moy 1 _ Moyl Mg,

P
=L/)=——=——"T2L___= - = :
woy(w = L/2) EI, 2 2232° GA, L 'L 12EI, GA,L
—

Qosi

~~
Qprereza

Sedaj dol@éimo Se navptni pomik priz = L/2.

Notranje sile zaradi virtualne sileF-, = 1 prikazujemo na slikb.106
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452 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

15F0y1

4 B

e x
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a2 2

L
4

Slika 5.106:Pretna sila in upogibni moment zaradi momenfg-, = 1

Zaradi simetrije diagramo¥,, in N, ter antisimetrije diagramow/,, in 6N, je navpEni pomik na
sredini nosilca enak @i
we = 0.

5.1.8 R&un pomikov staticno dolaCenih linijskih konstrukcij z ukrivljeno osjo

V primeru, ko je razmerje krivinskega polmekgproti viSini nosilcah za element z ukrivljeno osjo ég
od 10 R/h > 10), lahko uporabimo za tan vzdoEne normalne napetosti v takem elementuteoaki
velja za nosilec z ravno osjo

M,z
Ott = Ogg = IZ .
Zato lahko réunamo pomik oziroma zasuk posamezrikéotakega elementa po éta(glej (5.20)
Urs | core N < NN, NyON, M,oM,
wT8}5 "/<<EAt+O‘TATt) Nt A, Taa, T arn T

(5.37)

EI, E I,

Z Zozn&imo srednjccrto elementa z ukrivljeno osjo,ds pa diferencialni del ddine srednj&rte. Za
opis notranjih sil v prerezu nosilca uporabimo naravni koordinatni sistem, ki géajolbazni vektorji
&, €, in &' Ost na ukrivljienem nosilcu ustreza asha ravnem nosilcu, osiin b pa ustrezata lokalnima
osemay in z.

M, _ M, _
+ < + ar ATb> 5Mn + <b — arT ATn> (5Mb> ds.

Primer 5.27 Za konstrukcijo na slikb.107 dolo€imo navpéni pomik t&ke A! Predpostavimo, da v
elementih konstrukcije nastopa enakomerna torzija. Material iGmirprerez se ne spreminjata, zato so
E, G, I in I, konstante. Torzijski vztrajnostni moment ozin@o z/;, upogibnega glede na vodoravno
osn pa zl,. Vpliva pr&nih sil ne upgtevamo.

t M. Stanek, Trdnost — Izvii iz teorije in r&Sene naloge, FAGG, Univerza Edvarda Kardelja, Ljubljana, 1989.
t M. Stanek, G. Turk, Statika Il, Univerza v Ljubljani, Fakulteta za gradkteniin geodezijo, 1996).
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 453

Slika 5.107:0s nosilca opisuje polkimica

Od ni¢ sta razlena torzijski momeni\/; in upogibni moment\/,,, ki ju s silo Fz in kotom « izrazimo
takole (slika5.109:

My = —Fzr (1 —cosa), M, = Fyzr sina.

Slika 5.108:Z M, ozna&imo torzijski, zM,, pa upogibni moment

Ce namesto silé’, v totko A postavimo virtualno sil@ F, = 1, dobimo:
SM; = —r (1 — cosa), §M,, = r sin .

Pomikw 4 izraCunamo po enzbi

m™r

_/ My oMy | My oMy
WA= a1, L, )%
0
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454 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Ker jeds = r da, sledi

IR, 2 (] — 2 2 gin?
wA:/< 71 (1 — cosa) 4 Fzr® sin a)rda:
0

G I EI,

Fyrd [ Fyrd
= 52 /(1—2cosa+0052a)da+ EZI: /sin2ada.
0 0

Upostevamo, da je

in2 in2
/cossodw—sinWrC, /sinzwdw—(g— Sm4 ?io, /cosdew—§+Sln4 L)
in dobimo
Fyr3 9 & +a+sin2a T Fzrdfa sin2a\|" Fzrdw/ 3 n 1
wa = a—2sina+ — — _ — _
AT ar 2" 4 )|, EL\2 4 J| 2 \GL ' EI,

Primer 5.28 DoloCimo zasukwz; totke B na konstrukciji na slikb.109

B
* Wpt

Slika 5.109:Nosilec obt&imo s konstantno linijsko momentno obb®.#;

Na majhen del osi nosilcds deluje momentdM = .#;ds = .#;rdco, ki ga lahko razstavimo na
dM, = A rda sinoin dMy = #; r do cos a vzdolz smeriz in y (slika5.110). Vpetostna momenta
M ay in My, izraCunamo iz ravnotenih en&b (slika5.11d)

MAer///ltrsinada:O, MAy+////trcosozda:O.
0 0

Z integriranjem zadnje eae dobimo

Mugy + My (—cosa)lg =0 —  May =247

Muay+ A1 (sina)|f =0 — My, =0.
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 455

b)

Slika 5.110:a) Obtebo.#; na dokini ds nadomestimo z momentod\/ = .#; ds
b) Od reakcij je od rii razliCen leM 4,

Notranje sile pri poljubnem kotu izraCunamo najprej glede na asiin y — momenta\/,. in M, (slika
5.111a), nato pa glede na okin n — momental/; in M, (slika5.111).

Slika 5.111:a) Notranja momenta glede na asin y  b) Notranja momenta glede na @¢sh n

Ravnot&na pogoja z =0in>_ y = 0:
o (0%
Mx—QJ//tr+////trsinada:O, My+////t7“cosadoz20.
0 0

Integriramo in dobimo

«

M, = 2///,:7’—//47‘(—00504)!32 Myr (1 +cosa), My= —t///tr(sina)‘oz —. My rsina.

Momental,, in M, projiciramo na ost in n ter dobimo torzijski momend/; in upogibni moment\/,,
(slika5.111)
My = M, sina+ M, cosa, M, = M, cosa — M, sina

oziroma

My = #yr (14 cosa) sina — A rsina cosa = A, rsina
M, = #;r (1 +cosa) cosa+ 4 rsina sina = 41 (14 cosa).

Al [H] [«



456 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Ker sta od ng razlicna le torzijski momend/; in upogibni momenf\/,,, izratunamo zasuk g; po en&bi

T™r

M,5M, M, M,
wBt:/< 0 t+ d )ds.
0

G I, EI,

Dolotiti moramo izraza za momenda/; in §M,, zaradi virtualnega momenta/z; = 1 (slika5.112.
Iz ravnot&nih pogojev izrédunamo

6May =0, 6May, =1, OM,=0, 6M,=—1.

éMBtzl

L E—
Y

Slika 5.112:a) Virtualni momen®Mp; = 1 postavimo v téko B
b) Momentad M, in § M, izraCunamo iz ravnot&nih pogojev za del konstrukcije

Momentasd M, in §M,, projiciramo na ost in n ter dobimo
dM; = —cosa, &M, =sina.

Sedaj lahko zasuk; izraCunamo po naslednji ebhi

1/% i do + 1/% (1+ ysinard
w = —— rsSinoa COsar ax T CoOS(¢)SInarax
Bt = aq, t EI, t
0 0
in dobimo
2 ,/ft 7“2
w = .
Bt ET,

V tem primeru je @itno, da na zasukpg; v tocki B vpliva le upogibanje nosilca, torzijsko deformiranje
pa na ta zasuk ne vpliva.

Primer 5.29 DoloCimo najvé&jo strizno napetost,,. in raztezek\Al gosto navite vzmeti, ki je v kragiih
obte&zena z enako velikima in nasproti usmerjenima silaiméki delujeta v osi vzmeti (slik&.113a).
Vzmet je narejena iz jeklerzéce s prénim prerezom krine oblike.
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 457

os vzmeti

os vzmeti
P

Slika 5.113:Vzmet je v krajitih obteena s silamd’

Ker je vzmet gosto navita lahko predpostavimo, da navoji vzméitides ravnini, ki je pravokotna na
0s vzmeti. V tem primeru je pbai prerezA; Zice vzmeti navgdien (slika5.113). Ravnoténa pogoja
glede na tgisCe pr&nega prerezaice sta:

Y X=0: N=F, > MI'=0: M;=FR (5.38)
Z R ozn&imo razdaljo od osi vzmeti, do&Ca pr&€nega prerezaice vzmeti, polmekice pa oznémo
zr. Upcstevajmo, da j&k >> r. Sila N, je rezultanta sténih napetosti v smeri 0s{ v precnem prerezu

Ay, momentM; pa predstavlja torzijski momentaici.

Najvetjo napetost;,ax (V) zaradi préne sile v okroglem prerezu iZranamo po enibi (1.194

Wl

Tmax(Np) = (5.39)

F
A’
Najvetjo strizno napetost v nosilcu s fheim prerezom v obliki kroga s polmerom ki je obt&en s
konstantnim torzijskim momentom(;, izraCunamo po erizbi (2.120

2 M;
mrd’

Tmax(Mt) = (540)
pri Cemer smo upgtevali enabo za ravni nosilec. To je prildiha ocena, ki je upra®éna, saj velja, da
je R > r. En&ba 6.40 ustreza enakomerni torziji (izBdev pre&nih prerezov ni nikjer preptena).
Najvecjo strizno napetost v ptmem prerezul; dobimo,Ce ené&bi (5.39 in (5.40 sestejemo

4 F +2FR_2FR<7= 1)
TmaX_Sﬂ'rQ a3 wr3 \2R '
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458 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Kerjer < Rjer/(2R) < 1in lahko vpliv zaradi préne sile N, v primerjavi s vplivom zaradi
torzijskega momenta4; zanemarimo. Zato tainamo najvéjo strizno napetost ¥ici vzmeti po enébi

2FR

W. (5.42)

Tmax =

RaztezekAl vzmeti izr&unamo z izrekom o virtualnih silalCe vzmet v krajigih obtezimo z enako
velikima in nasproti usmerjenima virtalnima silam& = 1 (slika 5.114, zapsemo izrek o virtualnih

silah takole:
n2T R

Al = (ug —us) = / <Néﬁ:’7 + Médft) ds. (5.43)

Cn
-
o

Slika 5.114:vVzmet je obtéena s silamd’ in z virtualnima silama F = 1

oF

Upostevamo, da sd/;, §M;, N, in 6N, konstantni vzddl Zice in da stad, = A;/k, = 7r%/Kp in
It = 7'('7’4/2

n2nt R

Al_/ F-1 FR-R d_Fn27rR+FR3n27T_FnR 5 +4R2
- GA, " Garn )77 a4, G, G ")

Strizni oblikovni koeficient za prerez okrogle oblikejg = 10/9. Ker je R > r2, je tudi4 R?/r? >
2 kp = 20/9, zato lahko tudi pri réunu raztezka vzmeti ugtevamo le vpliv torzijskega momenta.

5.2 Notranje sile in pomiki staticno nedol@&enih linijskih konstrukcij z
metodo sil

Vzemimo, da jen-krat stattno nedol@ena linijska konstrukcija, sestavljena iz linijskih nosilcev ter lini-
jskih in torzijskih vzmeti, obtéena z zunanjo obibo(Q in izpostavljena linearni spremembi temperature
AT = AT, + AT,y + AT, z. DoloCiti zelimonotranje sile in pomik ur, izbrane tékeT' na vzdogni

osi linijskega nosilca v smeri enotskega vekta@fjeoziroma zasukr; okrog osi, ki je podana z enotnim
vektorjemes.
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 459

Nalogo r&imo z uporabo izreka o virtualnih silah po naslednjih korakih:

1. Ugotovimo stopnjo stathe nedolBenostin. Za sistemk togih teles v prostoru je enak?

n = Z TNopsp + Z TNopsv — 6K7 (544)

vse podpore vse vezi

za sistemi togih teles v ravnini pa:

n= Topsp+ Y Nopsw — 3 K. (5.45)

vse podpore vse vezi
Z Nopsp IN Nopsy 0ZNEIMO Stevilo odvzetih prostostnih stopenj podpore in vezi.
Podpore in vezi omejujejo prosto premikanje sistema teles in Zujjp Stevilo prostostnih
stopenj. V podporah predi@mo vrednosti ene ali ¥ekinematcnih koliCin. Najpogosteje je
podpora nepodajna pri kateri je pomikup enak né
up = 0.
V primerupodajne podporeloCimo podporo, pri kateri je pomik predpisan

up=C#0

in podporo, pri kateri je pomik podpore odvisen od velikosti reakgije

up =

= Q
A ~ke T / o \ B
@ /uTs
| /
| i

Yz

R
a3

Slika 5.115:Stopnja statine nedol6enostin = 2

f M. Stanek, G. Turk, Statika I, 1996,
M. Stanek, G. Turk, Analiza kinemé&tih en&b sistema togih teles, Kuhljevi dnevi ‘96, Gozd Martuljk, 19.-20.9.1996,
Zbornik del, str. 305-312, 1996.
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Taka podpora jeslasticna podpora & je togost elastine podpore. Gled8tevila prostostnih
stopenj sta nepodajna (toga) in podajna podpora enakovredni. Za podpoeosliki 5.115
upcstevamo, da sistemu odvzame tri prostostne stopnje
My
qu = u‘AZ = 07 wAy = T
()

Podobno velja tudi za prostostne stopnje, ki jih sistemu odvzamejo vezi. Konstrukcija na sl
5.115je dvakrat statino nedolgGena:

n=(3+2+1)+22-1)-3-2=2.

. Tvorimo staténo dol@&enoosnovno konstrukcijo tako, da v statino nedol@eno konstrukcijo

uvedema: dodatnihsprostitevoziromaprostostnih stopenj Uvedba dodatnih prostostnih stopen;]
pomeni, da na izbranih mestitdstranimo podpore oziromasprostimo vezi Vpliv odstran-
jenih podpor oziroma vezi morammadomestiti s stattno enakovrednimi nadomestnimi silami
X; (i =1,...,n), katerih vrednostse ne poznamo. Sil&; (i = 1,...,n) sozunanje sile na
stattno dol@eni osnovni konstrukciji. Za konstrukcijo s slikel15lahko izberemo na primer za
X1 navpitno reakcijo v podporB, za X» pa osno silo v palicC' D (slika5.116.

Q X
A @/@a p P B _
xX
. D Xg le
\ jkz\\«
\
Yz D

Slika 5.116:Na mestih uvedenih sprostitev uvedemo nadomestnesile = 1,...,n)

Pri uvajanju dodatnih prostostnih stopenj imamo mnogamosti. Dodatne prostostne stopnje
moramo uvesti tako, da je determinanta sistema ra¥ndieen&b za osnovno konstrukcijo ra-
zlicna od nt. To pomeni, da mora biti osnovna konstrukcija taka, da pri poljubnizbbtairuje.

V prikazanem primeru smo z zunanjo sidy nadomestili reakcijo v smeri uvedene sprostitve v
podporiB, z zunanjo silaX, pa notranjo osno silo v péaem prerezy — p.

Na sliki 5.117je prikazan primer osnovne konstrukcije, ki se lahko premika. Za tako konstrul
cijo ima sistem ravnotih en&b determinanto enakoin zato reakcij in sil v vezi ne moremo
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 461

enolicno izr&unati. Zato taka osnovna konstrukcija ni pravilno izbrana in onegegadaljnje
dolocanje notranjih sil in pomikov.

Slika 5.117:Primer osnovne konstrukcije, ki pri poljubni ofité ne miruje

V nadaljevanju bomo nadomestnim zunanjim sildm (: = 1,...,n) v spra<enih prerezih
pripisali njihov fizikalni pomerreakcij oziromanotranijih sil .

Ce up&tevamo zakon superpozicije, notranje silg, N, in N, ter momenteM,,, M, in M, v
linijskih elementih osnovne konstrukcije, obeme s silamiX; (i = 1,...,n) in zunanjo obt&bo
), zapsemo takole:

n
Ny = Nui Xi+ Nog = NJ¥,
=1

Ny :ZNini+NyQ = N;k,

=1

n
Nz = ZszXz +NzQ = N;k,
i=1

n (5.46)
My = My X; + Mg = MJ*,
=1
n
My = ZMini + MyQ = M;Lk,
=1
n
M, =Y M. X;+ M.q= M*.
i=1
Sile X; (i =1,...,n) izraCunamo iz pogojev, da so pomiki na mestu odstranjenih podpor pre
pisani in da so medsebojni pomiki oziroma zasuki na mestih odstranjenitepi) vezi, enaki
nic. Zato sestaticno dolatena osnovna konstrukcija ko jo obt&imo z silamiX; (i =1,...,n)
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in zunanjo obtébo @, deformira enako kot z zunanjo obiteo obremenjena statio nedoldena
konstrukcija, enake so tudi notranje sile. Z oznakov enabah 6.46 smo torej poudarili, da no-
tranje sileN,, Ny, N, M, M, in M, ustrezajo stafino nedol@eni konstrukciji,Ceprav funkcije
Nai, Nyl, N, Mm, Myz, MZZ ter Ny, Nyg, N:.q, MxQ, Myq in MzQ raunamo na statno
doloteni osnovni konstrukciji. Pida na funkcijahV,;, Ny, N, My, My, M.; povdarja, da so
to notranje sile zaradi enotske sil&; =1 (i =1,...,n).

Tudi osno silo v linijski vzmetir razdelimo na osno silo zaradi stl; (¢ = 1,...,n) in na osno
silo zaradi zunanje obibe

1)

Na enak néin zapsemose torzijski moment v torzijski vzmeti

n
=S M X+ MY = Mo,
=1
item[3.] Osnovno konstrukcijo okit@no z virtualnimi silamid X; (i = 1,...,n) vtotkah, kjer smo
vpeljali dodatne prostostne stopnje in sicer v smereh iskanih nadomestath &il= 1,...,n).

Osnovno konstrukcijo ob#mo Se z virtualno sil@ Frry = 1, €e r&unamo pomikurs 0ziroma z
virtualnim momentom M, = 1, ¢e r&unamo zasuk,. Silad Frs uCinkuje na mestu iskanega
pomikaurs, momentd My, pa ha mestu in okrog smeri iskanega zasuka Na sliki 5.118s0
prikazane virtualne silé X+, 6 X5 in § Fr; za obravnavani primer.

Slika 5.118:Virtualne siled X; na osnovni konstrukciji imajo isto prijemafie in enako smer kot
nadomestne sil&;, virtualna silad Frrs pa ima isto lego in smer kot iskani pomik-
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Notranje sile v linijskih elementih zaradi virtualne obbbe razdelimo na notranje sile zaradi virtu-
alnih silé X; (i =1,...,n)in na notranje sile zaradi virtualne sifé":

n
5Nz = ZN:M, (5X1 + NzF 5FTS7
=1

0Ny =Y Nyi 6X; + Nyp 6Frs,

=1
5Nz = Zsz 5Xz + NZF 5FTS)

= (5.47)
6Mx = Z Mm 6Xz + M;UF 5FT$>

i=1

SMy = M, 6X; + Myp 6Fr,,
=1

SM, = M. 6X; + M.p 6 Fp,.
=1

Z Ny, Nyr, N, Myp, Myp in M,p 0zn&imo notranje sile v osnovni stétio dol@eni kon-
strukciji zaradi obtébed Frry = 1.

ZapiBimoSe osno silo v oshi vzmetiv odvisnosti od virtualnih s X; (i = 1,...,n) in sile§ Frrg
n — —
SN =3 N oX; + NP 6 Fr,. (5.48)
=1

Na enak néin zapsemose torzijski moment v torzijski vzmedi:

v

sMD =" N 5X; + M 5 Fr,. (5.49)
i=1

4. Delo W virtualnih sil na resranih pomikih zapsemo takole:
SWF =Y 6X;u; + 0Frsurs. (5.50)
=1

Z u; ozn&imo pomik na mestu odstranjene podpore ter medsebojni pomik oziroma medsebc
zasuk na mestu odstranjene vezi. V obravnavanem primeru Eslik® je deloW enako

SW} =6X1wp + 06 Xa (up, — Ups) + 6 Prs urs.

Oznakau,, pomeni pomik na zgornji strani prerega- p, oznakau,, pa pomik na spodniji strani
prerezap — p.
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5. Delo W virtualnih napetosti na resinih deformacijah za celotno konstrukcijo z&@mno z
enabo 6.33

N, 0N, N ON, N,ON. M, M. M, oM M, oM.
5 * Y Yy z z x x Yy Yy z z
Wn Z/[ Yea T ea e T TEIL CEL

Ty (r) (r) My (q) (q)

+ ar (AT, 6N, + AT, 6M, — AT, 6M.,) }derZ‘”VjL %
It =k

v q=1 ¥

(5.51)

6. Ce v endbi (5.51) upcstevamo enébe 6.46 do (5.50 in zapSemo izrek o virtualnih silah
W)y — oW} =0, (5.52)

dobimo zvezo med pomiki @k, v katerih deluje virtualna ohitéa in med notranjimi silami v
elementih konstrukcije. Najprej za&pino izraz za delo virtualnih napetosti na ré&sil deforma-

cijah:

L n
o
) (Z Nyi 0X; + Nyp 5FTS> +

sz X; ( N.; 6X; +sz5FT8> +
=1

) ( Mmz 5X + M;UF 5FTS> +
Myo+Y My, X ) <Z My; 6X; 4+ Myp 6FTS> +
1 L
+ 5L (MZQ +Y ML X ) (Z M,; 6X; + M, 5FTS>

=1

n
+ ar AT, <Z Nm 0X; + NacF 5FTS> +
=1

+ar AT, (Z My; 6X; + Myp (5FTS> —~

i=1

— ar ATy (Z Mzz 5Xz + MzF 5FTS>> dx+

i=1
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1 [0 = o) () =(r)
+Zk(r) (NUQ+ZNUJ- X | (DN 66X + Ny 6Fps | +

=1

n

+Z k@( Z q)X> <Z D 5X; + MY 5FTS> .

Zadnjo enabo preoblikujemo tako, da $ano oklepaje, nato zdamo vseclene, ki pripadajo
produktud X; X;, Clene, ki pripadaj@ X;, tercClene, ki pripadajo virtualni sib F'r.

Ce Yo, 0X; (i =1,...,n)izpostavimo, dobimo:

SW* = Z ZdX X; <Z / (N“ N” é’i\;’j + Ngjlizu

i=1 j=1

+

+ +

Mm Mx] Myz Myj Mzi sz dﬂf—f—
GI, E1I, EI,

o () Ar(r) v (@)
+iNv: Nv; +§:Mm Mv? )

L _
/ sz NxQ Nyi NyQ sz NzQ
0

GAs ' TGa:

_l’_

(s
=1

el

Mzi MZ‘Q Myi MyQ Mzi MzQ

e T El EL
+ ar (ATx Nm + AT, Myi - ATy MZ'L) dz+
- N( N me @ @
vQ vi vQ
r=1 q=1 ¥
k V. - N7k \/ nk
zF N yF y NZFN
3Py, (Z / oA, T aA "
0
Myp M2% Myp M7* M,z M?*
G1, E1, EL
+ ar (A]ZE NxF — ATy MZF + ATz MyF) dx+

Ny 77 (r) Ar(r)nk my  27r(q) (@)nk
N N M9 M
LD D Dh N >

r=1 v Y

q=1
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Vpeljimo oznakeu;;, ki predstavljajaClene ob produktd X; X

i Naj 7y Ny; N, N
“”_Z/( EA, | GAy | GAs

Mm Maz] Myi Myj M MZj ) dx+ (553)

- +

G1I, E1I, El,

r=1 q=1 kso

Vidimo lahko, da jea;; = a;; in da jea;; > 0. Clene, ki pripadajo virtualni silb.X;, ozn&imo z

b
L _
NszxQ NyiNyQ szNzQ
Z J GAy T TGa
M, i Mg N Myi Myq M MZQJr
GI, EI, EI,
(5.54)
—+ ar (ATx Nm — ATy Mzi + AT, Myl) dx+
Ny N(T)N() va )M()
+Z vi UQ+Z — 1=1,...,n,
r=1 q=1 k
Clen, ki pripada virtualni silb Frrs, 0zn&imo scp
rF Nn Z/F N NZF Ngk
Z ca taa T
Myp Mp*  Myp My* ML MI*
GI EI EI
* 4 ? (5.55)

+ ar (AT, Npp — AT, Mop + AT, Myp) | do+

ny A7 (r) Ar(r)nk My 27r(q) (@)nk
Z NvF Ny Z MvF My

1) @

r=1 q=1 ©®

Delo virtualnih napetosti na resmih deformacijah lahko v skeni obliki zapgemo z naslednjim
izrazom:
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W)y = zn: 0X; <Zn: aij Xj + b,-> + 0Frs cp. (5.56)
i=1 j=1
Ce 6.56 in (5.50 vstavimo v 6.52), dobimo
i 0X; <i Qjj Xj +b; — u1> + 5FTS(CF — UTs) =0. (5.57)
i= j=1
Ker so virtualne silé X; (i =1,...,n) terd Fp, linearno neodvisne in poljubne, je dtea 6.57)
izpolnjena lege je
iainj+bi:ui, (izl,...,n) (5.58)
j=1

(5:59)

Ce namesto itkovne siled Frrgs v toCko T postavimo momend M, dobimo namesto edhe
(5.59 za ra&un pomika izraz za fan zasuka delca v &&i 7' okrog osi v smeréj

(5.60)

S ¢j; 0zn&imo naslednji izraz:

err = wrs = z/
0

IM Nk NyM NI* Ny NI
G A G As

+

My MP* - Myny MP% - My M2
GI, EI, EI

(5.61)
+ ar (AT, N + AT, M, + AT, MyM) dr+

+§:7

r=1 k(r

(r)nk My MS?\B[ Méq)nk

2

q=1

kfoq )

Z Nynry Nyat, Noaa, Myng, My in My 0zn&imo notranje sile na osnovni konstrukciji zaradi
tockovnega momentéM, = 1.

Enabe 6.58 predstavljajokinematicne pogojev tockah, kjer smo uvedli sprostitve. Ker so
neznanke v teh eghah sile, imenujemo prikazani postopekeeanja statino nedol@enih kon-
strukcijmetoda sil Za obravnavani primer zag@mo kinemaitine pogoje .58 takole

a11 X1 +a12Xe + by = wp =0,
a1 X1 + a2 X + by = Upy — Ups = 0.

V nadaljevaniju v prikazanih primerih vpliva pheih sil na pomike ne ugtevamo!
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5.2.1 Primeri

Primer 5.30 lzraCunajmo reakcije in notranje sile za nosilec na sbki19

F
\4 B
‘ AN
F—Z—H%giﬁ
Yz

Slika 5.119:Enkrat staitno nedol@ena konstrukcija

Konstrukcija je enkrat stdtho nedoldena
n=3+1)—-3-1=1

Osnovno konstrukcijo lahko izberemo tako, da odstranimo desno podporo in njen vpliv nadomestin
silo X (sliki 5.120.

F
& b__,
3 X
HL*,FL*, Xl
Yz 2 & ]

Slika 5.120:0snovna konstrukcija

Silo X; izratunamo iz kinematinega pogoja
a1 X1 +b; =0,

ki predpisuje, da je navpni pomik take B enak nE. Za r&un koeficientow;; in by potrebujemo potek
notranjih sil na osnovni konstrukciji zaradi zunanje dieF in zaradi sileX; = 1. Na sliki5.121
prikazujemo potek upogibnega momenta zaradiKila sile X; = 1.

FL -
2 L m 7
) En el 1]
S

Slika 5.121:Upogibni moment zaradi sil€ in sile X; = 1

Pri reCunanju koeficientow;; in b; bomo integrale produktov dveh funkcij ddali tako, kot smo
pokazali s primeri 5.4 do 5.7. Koeficieat, izratunamo z engbo (.53, v kateri up&tevamo le vpliv
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upogibnega momenta/,

M, M, 1 LL2 L3
v1 7 g — -

M=) 7Eg, “TEIL 23 " 3EIL

Tt~

koeficientb, pa z enébo (6.54)

L _
b= MMy, 1 LLL1(L 2L\ _5FL
EI, EIL~ 222\2  32) 48EI,
0 —_————

plos¢ina vrednost M. 1
M, 7ig¢ Y
yF v teziscu ]Myp

SilaX; je
b 5F
PO L
all 16
Potek upogibnega momentd, na stattno nedol@eni konstrukciji lahko izraunamo tako, da ugbevamo
princip superpozicije. To pomeni, das$ejemo momend/, zaradi sileF' in momenti/,; zaradi sile
X1. Ker sta oba diagrama linearna, je tudi skupni potek momentov linearen. Zatanarao le vred-

nostipricr =0,z =L/2inx =L

L L 5F G6FL

M(z=0)=—F= _LX, = —F= 4125 - 2%

y(z=0) 2 ! 5 T 6 32
L 5FL 5FL
M(z=L/2)=0—2x, =242t _»°%
y(@=1/2)=0- 35X =T=5 =",

My(z=1L) =0.

Diagram upogibnega momentd, na stattno nedol@eni konstrukciji prikazujemo na sliki.122

_6RL
32
ﬁ W [y
oFL

32

Slika 5.122:Upogibni moment za stdtino nedol@eno konstrukcijo

Pre&no silo NV, za stattno nedol@eno konstrukcijo izidunamo tako, da osnovno konstrukcijo Gtiteo
s silamaF’ in X; = —5 F'/16 (slika5.123.
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F
N B__ .
O -
| 5F
s

v 2 2

Slika 5.123:Pretne sile réunamo na osnovni konstrukciji

PreEno silo v polju 1 lahko izréunamo tako, da obravnavamo desni del konstrukcije (5lika4

N, = F— sF _UF
16 16
N,
N \T
oF
16

Slika 5.124:Pri konzoli obtajno izberemo del konstrukcije ob prostem robu

Pre&Eno silo v polju 2 lahko izrdunamo,Ce zapsemo ravnoteno en&bo za del konstrukcije na sliki
5.125

__BF
16
N,
M,
N, T
oF
16

Slika 5.125:Tudi za polje 2 smo izbrali desni del konstrukcije

Diagram préne sileN, na stattno nedol@eni konstrukciji je prikazan na slilk.126
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_5F

#16 U g
T

11F -

1

Slika 5.126:Pretna silaV, na stattno nedol@eni konstrukciji

Iz slik 5.124in 5.125lahko dold&imo tudi osno siloN,, ki je v tem primeru enaka @iin upogibne
momente, ki smo jitze izra&unali z uporabo metode superpozicije.CRa reakcij opravimo na osnovni
konstrukciji, na katero delujeta zunanja sfian sila X (slika’5.127).

F
A, :\MAy ‘ B

A oF
z 16

Slika 5.127:Reakcije predpostavimo v pozitivni smeri osi koordinatnega sistemaz

DolocCimo jih iz ravnot&nih en&b:

16

Primer 5.31 Za konstrukcijo na slikb.128doloCimo reakcije in notranje sile! Nalogo &jmo z izrekom
o virtualnih silah. Upogibna togost je vzdobsi nosilca konstantn@ I, = konst., velikosti sil sta
F =40kNin @ = 100 kN.

F

A 777)(*
T
Im |

| q
by -~
1m
il Bl,

} 21m } 2m }

Slika 5.128:Geometrija in obtéba
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472 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Stopnja staline nedoldenostijen =3 +2 — 3 = 2.

Osnovno konstrukcijo tvorimo tako, da v podpgrisprostimo vodoravni pomik, v podpaol pa zasuk
(slika5.129.

Q

-

Slika 5.129:0snovna konstrukcija

Kinematitna pogoja za vodoravni pomik podpaten zasuk v podporB :

a11X1 + ai2X2 + b1 =0,
a1 X1 + a2 X2 + by = 0.

Za dolcCitev koeficientova;; in b; potrebujemo potek notranjih sil na osnovni stat dol@eni kon-
strukciji in to za zunanji siliP in @, za obt&bo s siloX; = 1 in za obt&bo s siloX, = 1. Pri ré&Sevanju

te naloge vpliv osnih sil na pomike in s tem na delo virtualnih sil zanemarimo. Reakcije oshovne ki

strukcije zaradi zunanije olitee ter zaradi enotskih si; in X5 so:

A, (F,Q) = —45 kN, B.(F,Q) = 100 kN, B.(F,Q) = 5kN,
A, (X1 =1)=0.5, B.(X1 =1) = —1, B,(X; =1)=-0.5,
A, ( Xz =1) = —0.25, B.(Xy=1) =0, B,(X2 =1) = 0.25.

Diagrame upogibnih momentov prikazujemo na shiki3Q
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100

90
100

[MyQ]

5 1

[ 7y1] ? [MyZ}l

Slika 5.130:Upogibni momenti

Koeficientea;; in b; doloCimo z naslednjimi izrazi:

EI _ 2 2922 2 98
yO = gm gt oy ’
1-4 2 10
Eljagp=-—-2.141-2-1=— 2333
y a22 5 3 + 3 ,
2.4 2 2.9 14
Eljap=—"—.2.1-_221=_"2~_4
y 412 2 '3 2 3 67,
az1 = a2,
90-2 2 100 - 2 2 90 - 2 1
El b =—(—2.2.1 I+ D+ 2. 14+=-1
v <2 3 T ( 3 ) g Utz
143\ 100-1 2
1001 - 2.1) =530
#1001 (152) + B ) =
prp, - %0020 2 1 1002 (12 1\ 902 (1 1 1),
v T 9 379 2 273 2 2 2732
100 -1 970
+100-1-1+ 1= 32333,

Kinemattna pogoja predstavljata sistem dveh linearniftbnijer sta neznanki silk; in Xs:

8.00 —4.67| [Xy| | 530.0
—4.67  3.33| |Xa| |—323.3]°

Resitev tega sistema j&; = 52.73 kKN in Xy = —23.18 kNm.
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Racun reakcij:

Pozitivne smeri reakcij so prikazane na sbki31

Ay=X, LAZ 1 2

i,

By

Slika 5.131:Reakcije réunamo na statho dold@eni konstrukciji

Reakcije lahko doléimo na dva néina:

A) ReSimo ravnoténe endébe na osnovni konstrukciji. Pri tem uftevamo zunanjo ohiteo in neznane
sileX; (1=1,2,...,n).
B) Reakcije dol@imo s s&tevanjenie prej izr&unanih reakcij zaradi zunanje obbe in neznanih sil
X;.
Tako dobimo
A, =A(F,Q)+ A (X)) + A (Xo) = AL (F,Q)+ A,(X1 = 1) X1 + A, (Xa = 1) Xp =
= —4540.5-52.73 — 0.25 - (—23.18) = —12.84 kN,
B,=5-0.5-52.7340.25- (—23.18) = —27.16 kN,
B, =100 —1-52.73 = 47.27 kN.
Reakciji A, in Mp, sta enaki iskanim kalinam.X; in X,
Ay = X1 =52.73kN, Mp, = Xo = —23.18 kNm.

Racun upogibnih momentov.

Tudi upogibne momente lahko d@imo s s&tevanjem upogibnih momentov zaradiBilQ, X7 in X5.
Ker so posamezni diagrami odsekoma linearni, dioh@ vrednosti upogibnih momentov le \ikah A,
B, 1, 2in 3 (slika5.13])

M, =0 kNm,

M, =1-(-23.18) = —23.18 kNm,

My, =90—-1-52.734+0.5-(—23.18) = 25.68 kNm,

M, =100—-2-52.73 +1-(—23.18) = —28.64 kNm,

M, =100—-1-52.73 +1-(—23.18) = 24.09 kNm.

][]
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