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Slika 5.233:Notranje sile na osnovni konstrukciji

Koeficienteai1, a12, ase, by in by dolo€imo iz diagramov na slikb.233

a’ 160
T 3EL, T 320000 - 20000 ’
a3
= = = . 41
a2 = a21 3E1, 0.003413,
2a? a? 2 - 1603 1603
= — = 0.019627,
“2=3F1, T GI,  3-20000-20000 ' 8000- 40000
by =0,
Msa® 1 -160?
b, — _Msa® _16000-160° o

G, 800040000

Kinemattna pogoja lahko zagémo v matini obliki

0.003413 0.003413| | X1| _ | O
0.003413 0.019627| | Xa| 1.28
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536 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

katerih réitev je
X, =-7895 kN, Xo=178.95 kN.

Diagrame notranjih sil na st&tio nedol@eni konstrukciji prikazujemo na slik.234

Slika 5.234:Notranje sile na statho nedol@eni konstrukciji

Zaraun zasukas, postavimo v téko 3 virtualni momend M3, = 1 inizraCunamo notranje sile (slika
5.235.

Slika 5.235:Notranje sile na statno dold@eni konstrukciji zaradd M3, = 1

Zasukws,, izratunamo po erti

MzM Mk 1
- 3368160 - 1 — 16000 - 160 - 1) =
Wiz = Z / = 300040000 * )

= —0.00968 rad = —0.555°.

Primer 5.54 Za nosilec na slikb.236izracunajmo reakcije, notranje sile in zaswl, v tocki C. Precni
prerez nosilca je krbne oblike.
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 537

Slika 5.236:Nosilec je v ta@ki C obtezen z momenton/¢

Stopnja stafine nedoléenosti za nosilec na sliki.236jen = 6 + 6 — 6 - 1 = 6, torej je konstrukcija
Sestkrat stafino nedol@ena. Osnovna konstrukcija naj bo konzola, prikazana nasRi&7

Slika 5.237:0snovna konstrukcija

Takoj lahko opazimo, da je na osnovni konstrukciji edina adraizlicna notranja kofiina M,. Zato

so vsi koeficientb; razenb, enaki nt. Podobno velja, da so na osnovni konstrukciji virtualne notranije
kolic¢ine 0N, 0Ny, 0N, 6M, in §M, zaradi virtualnega momentaX, enake nt in obratno, da je
virtualni torzijski moment M, zaradi virtualnih sil in momentov.Xy, 6 X5, X3, 6 X5 in 0 X enaki
nic. Zaradi tega so vsi koeficientj,, zai # 4 enaki nt. Matriko za izr&un neznanih siX; lahko sedaj
zapiemo takole:

[a11 a2 a3 0 a5 aie] [X1] 0]
a1 age a3 0 azs ag| | Xo 0
a1 azz azz 0 azs aze| [Xz| _ |0
0 0 0 ag ass ase| | Xu by
asy as2 as3 0 ass ase| | X5 0
lag1 as2 asz 0 aes aes] | Xel L 0]
Vidimo, da lahko I@eno obravnavamo iztan X,:
aq4 X4 = —b4 (563)
in loCeno izr&un vseh ostalitX;, kar skragano zagiemo takole:
[A{X"} = {0}. (5.64)
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538 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

ReSitev homogenega sistema €hdb.64) pri nesingularni matrikjA'] je {X'} = {0}. Ker je matrika
[A’] nesingularna, so neznane sile in momenti enaki¥ii = X, = X3 = X5 = X = 0. Zato lahko
ratun torzijskega momenta’, izpeljemo po enébi (5.63 tako, kot da je konstrukcija le enkrat in ne
Sestkrat statino nedol@ena. Ker ima pr@ni prerez kr@no obliko, se ne izbd, so vzdokne normalne
napetostio,., enake n. Zato lahko tak primer obravnavamo z énami enakomerne torzije. Na sliki
5.238prikazujemo diagrama torzijskega momenta zaradi momehfgun X, = 1.

Mc

Slika 5.238:Notranje sile na osnovni konstrukciji

Koeficientaayy in by izraCunamo po naslednijih eélaah:

L b Mca
a fry oy
"o YT L
iz katerih lahko doléimo neznani moment
Mca
Xy =—- 7

Diagrame torzijskega momenta statd nedol@ene konstrukcije prikazujemo na slki239

Slika 5.239:Torzijski moment statino nedolGene konstrukcije

Za r&un zasukac, postavimo v téko C virtualni momend M, = 1 in izracunamo torzijski moment
(slika5.240Q.

Zasukwc, izratunamo po enzbi

G, T oL L

L
/ wm@ﬂi 1 Mcba
0
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 539

[M xM]

Slika 5.240:Torzijski moment sta&ino dol@&ene konstrukcije zaradiM ¢, = 1

Primer 5.55 Nosilec AB na slikb.241je polazen preko nosilcev CD in EG tako, da se med nosilcem:
prengsa le navpina sila. Na mestih kkanja nosilcev delujeta na nosilec AB naupisili F; = 4 kN in

Fy, = 8 kN. Razdaljia in b sta2.0 m in 2.5 m, rzmerja med vztrajnostnimi momenti nosilcev je podano
z zvezd (P = 1Y = 2 I;'¥ = 21,,. Dologimo notranije sile v konstrukciji!

Slika 5.241:Nosilec AB je polazen preko nosilce@ D in EG

Ratunskostevilo prostostnih stopenj jg,s =3-6 -3-3-3-2—-2-1(2—-1) = 1. Podrobneja
analiza konstrukcije polz (glej: M. Stanek, G. Turk, Statika I), da je dejangitevilo prostostnih
stopenj enakay,s = 3. Vsi trije nosilci se glede na opisane podpore lahko vrtijo okoli svoje Gsiv
konstrukcijo dodamde tri take vezi, ki prepiaijejo to vrtenje, se dejansk&evilo prostostnih stopen;j
zmanga na nt: konstrukcija torej miruje. Raunskostevilo prostostnih stopenj pa postaig = —2,
torej je konstrukcija dvakrat st&tio nedoldena ¢ = —n,s = 2).

Osnovno konstrukcijo prikazujemo na slki242
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540 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Slika 5.242:0snovna konstrukcija

Sili Xy in X5 izratunamo iz kinemadinih pogojev:

a11X1 +a12Xo + by =0,
a1 X1 + axXs + by = 0.

Na sliki 5.243prikazujemo diagrame upogibnega momehig, zaradi silFy in F5.

Slika 5.243:Upogibni momentil/, na osnovni konstrukciji
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 541

Na sliki 5.244prikazujemo diagrame upogibnih momentai,; in M, na osnovni konstrukciji.

Slika 5.244:Upogibni momentil/,,; in M,> na osnovni konstrukciji

Koeficiente sistema kinematiih en&b dolatimo s slik5.243in 5.244

1 (4 124 4 4 124) 1 (55125 2)_1399 1

11 = =748 e =D \ 15527 " oee T’
EIAB EIGD 288 E1,

—.9. 2224 22
3 233 3 233 42234

Lo(4, 122, 4 1022 14} 2 1 (24 12 28 1

a [ — . [ — . .- —— —— — . .- —_— —_— -

PTEIAB\3 77233 773 7°2\33 733/ 73 7 2\33" 33 9EI,
1399 1

288 B,
Al [1] [w]
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542 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

EI;‘B 3 233 3 2\33 33 3 2\33 33 3 233
352 1

=9 Bl

b2:1<32. 122 32 2,1<14 22) w.2.1<24+12>+%.z.124>:
EIZ,‘,“B 3 233 3 2\33 33 3 2\33 33 3 233
368 1

:Tﬁ

ReSitev sistema ert je: X7 = —4.511 kKN in X3 = —5.529 kN. Ko poznamo vrednosti siX; in X5
v obeh vezeh, lahko iz€anamo vse notranje kéine. Osna silav,, preCna silaN,, torzijski moment
M, in upogibni moment\/, so povsod ré. Diagrama prénih sil IV, in upogibnega momenta/,
prikazujemo na slikb.245

Slika 5.245:Notranje sile na statho nedol@eni konstrukciji

Primer 5.56 Izpeljimo izraze za koeficientg; in b; v kinemattnih ena&bah za nosilec v ravnint, z iz
dveh razlénih materialovEy, a1 in B, ars. Na enem delu pimega prereza nastopijo deformacije
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 543

zaradi spremembe temperature irt&nja po naslednji eréi
eTk1 = k1 + ar1 ATh,

na drugem pa po erii
eTK2 = €K2 + ary AT,

Vzemimo, da sta deformacija zaradtknjac i in sprememba temperatulel’ v obeh delih prénega
prereza linearni funkciji koordinate

ex1(z) =a1+b1z, ATi=ci+diz in ega(z)=as+byz, ATy =co+dyz.

Obicajno velja, da je temperatura zvezna funkcija koordinatear pomeni, da na meji med dvema
deloma prereza ne sme priti do skoka. Deformacija zarddir{a je lahko nezvezna (slika246.

Ek2 AT

kxz} [Sk] (AT]

Slika 5.246:Pretni prerez nosilca je sestavljen iz dveh delov

Predpostavimo, da je potek deformacije linearen (slikeb.249.

Upostevamo predpostavke linijskega elementa, Zdniega na upogib z osno silo, iz katerih sledi frza

(1.69)
Ogy — Eem — EsTK. (5.65)

Deformacijoe,,, izrazimo s pomikoma in w 0si nosilca
/ 1
Exe =U —2zW . (5.66)

Z ' in w” sta oznéena odvodau/dx in d*w/dz?. Prvo izmed enéb (5.66) vstavimo v 6.65

Ope = E[(v — zw") —erk]. (5.67)
Osno silo
N, = /Jm dA,; = / O dAg + / Opw dA, (5.68)
.dl— Mz‘l %2
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544 5 Uporaba izreka o virtualnih silah
in upogibni moment

M, = / 204 dAL, = / 2040 dAL + / 2 0gp dAy (5.69)
dm vQ{zl 652{12

izrazimo s pomikite up&tevamo engbo (6.67). Tako dobimo

N, = /El{(ul—zw”)—[al+blz—|—aT1(cl+dlz)]}dAx+
1

+ / B { (0 — 2w") — [ap + by = + ars (ca + do 2)] } d Ay
o

M, = /zEl{(u’—zw”)—[a1+blz+aT1(cl—i-dlz)]}dAx—i-
1
+/ZEQ{(U,—ZU)H)—[(IQ+b22+aT2(02+d22)]}dAm.
A2

Enabi zaN, in M, lahko zapsemo krage
Nz:u'Pl—w”Pg—Gl, My:U,PQ*’U)NP‘Q)*GQ. (570)
Ce updtevamo naslednje oznake

Py = FEy Ap1 + Eo Ayo,

Py, = E1Sy1 + E2 Sy,

Py =Ey Iy + Eo Iy,

G1 = F1 (a1 Azt + b1 Sy1 + ari1 (c1 Ap1 + di Sy1) )+ (5.71)
+ Eo (a2 Aga + b2 Sy2 + ara (c2 Aga + d2 Sy2) )

G2 = E1 (a1 Sy1 + b1 Iy + ary (c1 Sy1 +di Iy
+ Eo (a2 Sy2 + ba Lya + aa (e Sy2 + da 1o

),
)+
))-

Az in Ago sta plaCini, 1, in I pa vztrajnostna momenta obeh delovqmega prereza:

Aa}lz /dAm, Sylz /ZdAgj’ Iylz /ZQdALI:a

eQ{zl %1 dzl

Ago = /dAxa Sy2: /ZdAx, Iy2: /ZQdAI'

L2 Ao 2

Al L] [a|]
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 545

En&bi (5.70 zapBimo v matrEni obliki

Nx o P1 —P2 Ul G1

)= Rl o] -] 673

Iz en&be 6.73 izrazimo pomikau in w”

o 1 —P3 P| | N+ Gy
== 5.74
L’J"] Pj — P P [—P2 Pl] [My+GJ 5-74)
in ju vstavimo v enaébo (5.66)

Exx:Kl+ZK2+(K3+ZK4)NI+(K4+ZK5)My. (5.75)

UpasStevali smo naslednje oznake

PGy — P3G PG — PG P
Ky — 222 3 17 Ky — 221 1 27 Ks=——; 3
P2 — P, P P2 — P, P P2 — P, P
2 2 2 (5.76)
Ky=— 12 K5 = !
tTrPropp P P2opps
Ce vpelijemo oznakD; in D-
Dy :K1+K3N$+K4My, D2:K2+K4Nx+K5My, (577)
zapsemo deformacija,, takole:
Exxr = Dl + ZDQ. (578)

Pri zapisu dela virtualnih napetosti na résnh deformacijah za ravninski nosilec

Wy = /sm 004 dV = /( / Epx 00z AL + / Eaa 00 za dAm> dx (5.79)

7/ L da:l JZ{(EQ

potrebujemo izraza za virtualni napetosti,, ; in do,, 2. Virtualne napetosti dofdmo po enabi
00z = F de,p inend&bi (5.75

OEpe = (Kg + ZK4) 0N, + (K4 + ZK5) 5My,

pri Cemerclenov K in K5, ki sta odvisna od deformacijrx, ne up&tevamo (glej razdelek zz SNK-
Metoda sil ?7?)

50':1%,1 =F [(KS + ZK4) d
5Uxx,2 = Fs [(K3 + ZK4) 1)

Al [H] [« <] [@] [»] [D»
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546 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Izraza 6.78 in (5.80 vstavimo v .79 in dobimo

SW = / (// (D14 2 D2) By (K3 + 2 K4) 6Ny + (Ky + 2 K5) M, ) dA,+
L xl

+ / (D1+ 2D3) By (Ks 4 2 K4) 0Ny + (K4 + 2 K5) 6My ) dA, | do =
>
= /(El ((D1 K3 Az + Dy Ky Syp + D2 K3 Syt + Dy Ky Iyy) 0N+ (5.81)
J .

+ (D1 Ky Ag1 4+ Dy K5 Syy + Dy Ky Sy1 + Dy Ks 1y1) 6M,, )+
+ By ((D1 K3 Aga + D1 Ky Syp + Dy K3 Syp + Do Ky Iy2) 6N+

+ (D1 K4y Ao+ Dy K5 Sy2 + Do K4 Sy2 + Do K5 Iyg) 5My ))dw

Izkaze se, da lahko izran(81) zapsemo v naslednji preprosti obliki (dokaz podajamo ha koncu teg:

primera)

5Wﬁj—/((K1+K3Nx+K4My)6Nz+(K2+K4Nw+K5My>5My)d$—

L (5.82)
= /(Dl ONz + Do 6M,y) dx.
L
Osno siloNN, in upogibni moment/, razdelimo na del zaradi neznanih &} (i = 1,...,n) in na del

zaradi zunanje obibe( (glej xx(5.46)

n n
Ne=> NuyXj+ Nag, My=_ M, X;+ My. (5.83)

j=1 j=1

Podobno zagemo osno silo N, in upogibni moment M, zaradi virtualne obtbe (glej 7$.47))

SN, = zn: N.i6X;, 0M, = Zn: My; 6X;. (5.84)

1=1 i=1
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 547

Enabe 6.83 in (5.84) vstavimo v enébo (.82 in dobimo

7 j=1 j=1
+ <K2 + K4 (ZXijj +NxQ> + K5 (ZXjMyj +MyQ>> ZMyiéXi) dx
j=1 j=1 i=1
(5.85)
Ce zapsemose izraz za virtualno delo zunanijih sil
5W; = Z U; 5Xi7

dobi izrek o virtualnih silah obliko

Zainj+bi:ui7 (i,jzl,...,n). (5.86)

j=1

Koeficientia;; in b; so

aj; = / (K3 Ngi Npj + Kq Npy My; + Ky Npj My; + K5 My; My; ) de, (i, =1,...,n),

~

/ K1 + K3 IQ+K4MyQ )Nm—i- (K2+K4 NIQ—I—KE') MyQ )Myl) dz.
L

(5.87)
Ko dolotamo notranje sile na stétio nedol@eni konstrukciji, lahko napetosti ddimo tako, da erngbo
(5.75 vstavimo v 6.65 in dobimo izraza za normalno napetost za.gg] in za dele,o

0he1 = E1 (K1 + 2Ky + (K3 + 2 Ky4) Ny + (Ky + 2 K5) My ) — By e,

(5.88)
Opx,2 = E, (Kl + z Ky + (K3+ZK4)N:C+ (K4+ZK5)My) — FEyergo.
Dokaz en&be(5.85

Izraz 6.81) zadW,;* zapBemo krage

5W5:/((a+ﬁNx+vMy)5Nx+(a+5Nr+’YMy)5My)dx’
L
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548 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

kier a, 3, ~, @, #in 7 zapsemo ob upstevanju §.71), (5.76) in (5.81)

a=E| (K K3 Ay + Ko K3 Sy1 + K1 Ky Sy + Ko Ky Iyp)+
+ Eo(K1 K3 Ago + Ko K3 Syp + K1 Ky Sys + Ko Ky Ip) =

_ B |:K3:|T|:Aa:1 Sy1:| [K1] VB [Ksr[z‘lxz Syz] [K1] _
Ki| |Sy1 I | K2 2|Ky| | Sy L] | Ko

(&) [P P [K,

T Ky | P3| K|

B =E(Ks Kz Ap1 + K3 K4 Sy1 + K3 K4 Sy1 + Ky Ky Iy )+
+ Ey(K3 K3 Ago + K3 Ky Syp + K3 Ky Syo + Ky Ky Ljp) =

B {KS]T[AM Syl} [Kg} B [Kg]T{Aﬂ Syﬂ [Kg} _
K4 Syl Iyl K4 K4 Sy2 [yg K4

(K [P Py (K

Sk |, P K|

v =E(K3 Ky Ay + K3 K5 Sy1 + Ky Ky Sy1 + K4 K5 1y )+
+ Eo(K3 Ky Ayo + K3 K5 Syp + K4 Ky Syo + K4 K5 Ljp) =

ofg] e e 6 w1 -
Ky Syl Iyl K5 Ky SyQ Iyg K;

| K3 r P P | Ky

|k |P P | K|

a=FE(K1 Ky Api + Ko Ky Sy + K1 K5 Sy1 + Ko K5 1y1)+
+ Eo(K1 K4 Ago + Ko K4 Syp + K1 K5 Sys + Ko K5 Iyp) =

-alfl: e -wlel -
Ks| [Sy1 Iy | Ko 2 |Ks] [Spe Il K2

_ K" [P R [K,

T k| |P, Bl K|

B=E(KsKyAp + Ky Ky Sy + K3 K5 Syp + Ky K5 L)+
+ By (K3 Ky Ao + K4 Ky Sy2 + K3 K5 S,2 + K4 K5 Iyg) =

g [K4] F‘ﬂ“ ) [ e T Sl -
Ks| |Sp1 In| |Ka Ks| |Sy2 Iy | Ky
Trpy Ks]
P, K| =7
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 549

v =FE1 (K4 K4 Ay + K4 K5 Sy1 + K4 K5 Sy1 + K5 K5 Iy1)+
+ Ey(Ky Kq Ao + K4 K5 Sy2 + K4 K5 52 + K5 K5 Iyg) =

-u el 5 B G [l s K-
Ks| |Sy1 1] | K5 Ks| |Sy2 12| | K5
(k) [P R (K]
| Ks| [P P3| |Ks|C
Ob upastevanju 5.76) lahko preprosto preverimo, da velja
K" [ P 1" K[ p] o [0]"
Ki| |P P3] |0] Ks| (P P3| |1]

Od tod sledijo preproste zveze za parametitg, v, &, 3 in 7:

O[:Kl, /BZK?M 7:K47 @:K27 ﬁ:K47 :YZK.B
S tem je enéba 6.85 dokazana.

Primer 5.57 Ravninski nosilec déalne L = 30 m iz dveh razlgnih materialov je v levem kr&gu
polno vpet, desna podpora pa je nepond Clenkasta (slikeb.247. Na sliki so podane tudi dimenz-
ije preCnega prereza. Zgornji del nosilca je betonski, spodnji pa jekleni nosilémpga prereza v obliki
CrkeI. Vzemimo, da je Kenje betonskega dela prereza konstantno in eagko= —0.0002. Krcenja
v jeklenem delu prereza ni; temperaturnih sprememb ¢ prerezu ni. Elagthi modul betona je
E, = E; = 2500 kN/cm?, elasténi modul jekla paF; = E» = 21000 kN /cm?,

o 250cm ——

) 5 v —0.0002
§ - = 25cm| —
N t=4cm
1 L |
E 128 cm A t;=3cm

J e L =4 Ccm
40 cm s
[ex ]

Slika 5.247:Dvakrat staitno nedol@ena konstrukcija in pii prerez

Glede na podatke o &enju in temperaturnih spremembah lahko zakijwo, da so parametbi, c1, dy,
as, by, c2 In do v en&bi (5.2.1) enaki nt, parametet; pa je enak-0.0002. Dolo¢imo potek napetosti
v pretnem prerezu: = L/2! Notranje sile dol@imo z metodo sil.

Stopnja staline nedoldenosti jen = 2. Osnovno konstrukcijo prikazujemo na slki248
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550 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

y4 B X
\ >

X

Slika 5.248:0snovna konstrukcija

Kinemattna pogoja za faun sil X; in X, sta:

a11 X1 +a12Xo + by =0,
a1 X1 + axXs + by = 0.

Ker so notranje silé/,, N2, N, in M, enake ni, se izrazi za koeficiente;; in b; poenostavijo:

aj; = /K3 N1 Ny de, ajz = /K4 Np1 Mys dz, agy = /K5 Mys My dz,
L L L

bl :/Kl le dCL‘, b2 :/K2 Myg dx.
L L

Notranje sile zaradi sik; = 1 in X, = 1 prikazujemo na slikb.249

(W
®

1

. [MyZJ

Slika 5.249:Notranje sile zaradisiX; = 1in Xy =1

Potrebujemo koeficient&’; do K5 (en&be 6.76)) oziromaPy, P, P3, Gy in Gy (5.71). Za njihov
ratun potrebujemo geometrijske karakteristikegoega prereza (ebbe 6.72), slika5.250.

; | J 21 | -l o Tzp |
— | 7 '__'T
} 2712
\
\
\
\
—— —//
z’+ m

Slika 5.250:Pretni prerez

Al L] [a|]



5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 551

Plo&Cina pr&nega prereza je
Ay = 25025 = 6250 cm?, Ao =2-4-40+3-120 = 680 cm?, A, = Ay + Age = 6930 cm?.

Koordinati tezis¢a zgornjega in spodnjega dela fmega prereza izrazimo takole (glej slik®50):

Ag1 - 12,5 + Ago - (25 + 64)
Ay

2p = = 20.0065 cm,

2r1 = 12.5 — 2/ = —7.50649 cm, 2o = (25 + 64) — 2, = 68.9935 cm.

Stattna momenta zgornjega in spodnjega del&pega prereza sta
Syl = 271 Aa:l = —46915.6 cmg, Syg = 279 A;,;Q =46915.6 Cm3.
Vztrajnostna momenta zgornjega in spodnjega deléraga prereza sta

250 - 25°

40-128% 37-1203
Iy = = -
12

+ A1 29y = 677692 cm?, I, = T o A 22y = 4899 380 cm?.

KoeficienteP;, P, P3, G1 in G5 izraCunamo po eritbah 6.71)

Py = E1 Ag1 + Ey Ago = 2.9905 - 107 kN,

Py = E1 Sy1 + B3 Sya = 8.67938 - 10° kNcm,
Py = By Iy + By Iy = 1.04581 - 10" kNem?,
G1 = Eya; Ay = —3125 kN,

Ga = Ey a1 Sy1 = 23457.8 kNem.

Za ra&tun koeficientovK; do K5 najprej izr&unajmo produk®sy — Py Ps:

P? — P, Py = —2.37418 - 10'® (kNcm)?,

PGy — P3G
K= =237 1.4623-107%,
PG~ PG
Ky= 271172 _ 143789 .107% (cm) ™,
P
2
P
Ky = P2—7§31P3 — —3.65574- 1077 (kNem) ™,
2
P
2
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552 5 Uporaba izreka o virtualnih silah
Koeficientia;; in b; so:

ajl = /K3 Ng1 N dz = 4.40443 - 1078 - 3000 - 1 - 1 = 0.000132148,
L

- 3000
ajg = /K4 N1 My dx = —3.65574 - 1070 - 3000 - (—2> -1 =0.00164508 = as1,
L
S 3000\ 2
ag = /K5 My My dz = 1.25959 - 10~ - 3000 - (—2> +5 - (=3000) = 0.113363,
L

by = /K1 N1 de = —1.4623 - 10743000 - 1 = —0.438689,
L

3000

by = /K2 Mys dx = 1.43789 - 107° . - (=3000) = —6.4705.
L

Enabi zaX; in X, zapBimo v matréni obliki

0.000132148 0.00164508| X —0.438689| |0
0.00164508  0.113363 | | X2 —6.4705 | |0] "~

ReSitev tega sistema etla je
X1 =3184.4 KN, X9 =10.8669 KN.

Diagrame notranjih sil na st&tio nedol@eni konstrukciji prikazujemo na slik.251

@ [N
3184
[y

Y

Slika 5.251:Notranje sile na statho nedol@eni konstrukciji [kN,cm]

Racun napetosti priz = L/2:

Upogibni moment na sredini nosilca j&, = —16300.3 kNcm, medtem ko je osna sila enaka vzdol
dolzine nosilcaN, = 3184.4 kN. Vzdolzno normalno napetost,, racunamo po engbah 6.89. Za
precni prerezx = L/2 za del<,; je

Opx,l = FEy (Kl +z Ky + (Kg + ZK4) N, + (K4 + ZK5) My] — Fierig1 = 0.5+ 0.000171 z,
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 553

za del#,5 paje
Ogz,2 = Es (Kl + 2 Ko + (Kg + ZK4) N, + (K4 + ZK5) My] — Eyerpe = 0.001437 2.

Potek napetosti,, v precnem prerezu: = L/2 prikazujemo na slikb.252

0.4966
——— 0.5009
0.0072
— 0.1883

[02]

Slika 5.252:Potek normalnih napetosti v geem prerezu: = L/2 [MPa]

Primer 5.58 Temperaturno stikalo na sliki.253sprazi signal,Ce se sklene kontak. Dolocimo dokino
peresal tako, da stikalo sprbi signal, ko se zrak okolice stikala segrejex#& = 45°C! Dimenzijib in

h preCnega prereza peresa dia= 1 cm, h = 0.025 cm, razdaljawp = 0.2 cm. Pero stikala je izdelano

iz dveh posebnih zlitin: invar (zlitinaeleza 62% in nikla 36%) ter posebno jeklo (zlitireleza 63%,
nikel 18%, krom 16% in mangan 2%). Invar ima posebno lastnost, da ima zelo majhen temperatt
razteznostni koeficientr; = 1.3 - 107¢ K1, elastZni modul invarja pa jeE; = 15000 kN/cm?.
Jeklo, uporabljeno v temperaturnem stikalu pa ima relativno velik temperaturni razteznostni koefici
ar; = 1.8-1075 K~!, elasttni modul pa jeF; = 20000 kN /cm?.

prec¢ni prerez

- b——
314 jeklo B in jeklo % n
| invar o x Y ; invar h
1 L ! \
Yz vz

Slika 5.253:Temperaturno stikalo je izdelano iz jekla in invarja

To je stattno doldena naloga, ki jo tudi @mo s pomojo end&b, ki smo jih izpeljali za statno
nedold@en nosilec sestavljen iz dveh materialov, na katerega deluje odsekoma linearna sprememba
perature. Nalogo &mo z izrekom o virtualnih silabWW} = §W. Izraz zadW,: smo zapisali z eréo

(5.85:
SW* = /[ (K1 + K3 Ny + Ky My)6N, + (Ko + Ky N, + K5 M,)6M, | dz.
L
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554 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Ker Zelimo izraziti navpini pomikwp prostega konca konzole, postavimo virtualno §ilg v tocko B

(slika5.259.

7Lm
jA b x N [éMy]
\ 0F, =1

Slika 5.254:Virtualno silod F, postavimo v téko B

Delo oW} virtualne sile na reshem pomikuwp zapsemo z enébo
IW; =1 wp.

Vizrazu zadW;: upcstevamo, da je zaradi virtualne sii€’, od nic razlicen le§M, = —0F, (L — z) =
dF, (x — L) in da staN,, in M, zaradi zunanje obibe enaka idi. Tako po enébi (5.87)?? dobimo

L K, L?
Mﬁ:/&ﬂ@mZm/MQM:&@M2:—2 .
L L
Iz izreka o virtualnih silal W} = éW,; tako sledi
K, L?
wp = — 2 : (5.89)

Znotraj koeficientak(, nastopata porazdelitvi temperatuld’; = c; + dy z In AT; = co + da 2. Ker je
pero stikala zelo tanko, lahko predpostavimo, da se enakomerno segreje oziroma ohladi celotno pe
primeru konstantne spremembe temperature po zgornjem in po spodnjem delegar@rereza st

in ds enaka Nk, ¢; in co pa sta enaka spremembi temperatAfE okolice peresa. lzrazimo koeficienta
K in K5 za obravnavani primer (etha 6.76)):

PGy P3Gy

PGy — PGy
M="p pp B
2 1473

Ky =
T PP P
Potrebujemo torej izraze za koeficiertg P, Ps, G1 in G2 (en&ba 6.71))

Py = Ej Ayj + E; Ay,

Py = E; Sy + E; Sy,

Py = B, L, + E; I, (5.90)
G1 = Ejarjc1 Agj + E;ari ca Ay,

G2 = Ejarjcy Syj + E;arica Sy;.
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 555

Upostevamo dimenzije za obravnavani primer in dobimo
Ayj = Ay = Ag = bh = 0.025 cm?,
— Sy =8Syi=S = %th = 0.0003125 cm®,
Ij=1I,=1I= ébh?’ = 0.0000052083 cm?,

Py =E; Ao+ E; Ay = A (E; + E;) = 875 kN,
Py=—E;Sy+E;So=So(—E; + E;) = —1.5625 kNcm,
Py = Iy (E; + E;) = 0.182292 kNem?,

G1 = AT Ay (Ej arj + E; ar;) = 0.426937 kN,

G = AT Sy (—Ej arj + E; ar;) = —0.00478828 kNcm,

KoeficientaK; in K5 sta
K; =0.0004479, K = —0.02243 (cm)~'.

Sedaj lahko iz izraza za pomikg (ena&ba 6.89) izratunamo potrebno dbino peresd.

2
L:w/—%”—m cm.

Dolocimo Se diagram napetosti,; po en&bi (5.88):
Ouzj = Ej (K1 +2K2) — Ejarjc, 0pi=Ei (K1 +2K>) — E;ar;ce.
Normalna napetost,.

Ux:r,J(Z ) E'(Kl —h‘KQ) —Ej aTy AT = 3.97 kN/Cm2,
(2=0) = E; Ki — Ejar; AT = —7.24 kN/cm?,

Opx,jl2 =
Oppi(z =0) = E; K| — Ejar; AT = 5.84 kN/cm?,
Opei(z =h) = E; (Ki + h - K3) — E; ap; AT = —2.57 kN /cm®.

Na sliki 5.255prikazujemo potek normalne napetasti. po pr&nem prerezu peresa. Po Hol peresa
seo,, Ne spreminja.
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556 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

;W, ?3‘97
/ﬁ@ ~7.24 £§ .84
&V@Lr

72.57'&

[022]

Slika 5.255:Potek normalne napetostj.,, po pr&nem prerezu peresa [kN/én

Primer 5.59 Pozarno alarmna naprava na slils.256ima temperaturno ofutljiv element iz meden-
inaste zice. Ce Zica ni napeta, je razmak elektriih kontaktov0.2 cm. Nosilec iz medenine ima
E,, I, = 180000 Nem?. Togost vzmetk, = 200 N/cm. Dolzina medeninastgice jeL,, = 5 m,
plostina pretnega prerezad,, = 0.07 cm?, modul elasttnosti £,, = 107 N/cm? in temperaturni
razteznostni koeficiemty = 2 - 10~° (1/°C). Nastavitveni vijak im&0 navojev n&.5 cm. S pritego-
vanjem nastavitvenega vijaka moramo nastaviti napravo tako, da bo kontakt sklenjen in da se bo o
pri spremembi temperaturA7, = 50 °C. Koliko zasukov nastavitvenega vijaka moramo opraviti za
nastavitev naprave? Razdalji in Lo sta: Ly = 15 cmin Ly = 7.5 cm.

vzmet
3 ?/ medeninasti nosilec
T N —= elektriéni kontakt

}‘;Llﬂelg*‘

AT,=50°C
medeninasta Zica

- §ﬁm/nastavitveni vijak

Slika 5.256:Pazarno alarmna naprava

Ratunski model prikazujemo na sliki257
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 557

N
N =
= wr
}‘*[q*’*[/g*{
Lon AT,=50°C
| |
wy

Slika 5.257:Ratunski model parno alarmne naprave

Na konstrukcijo ne deluje nobena zunanja @bte Deformacije in notranje sile povZim sprememba
temperature in predpisana pomik na mestu elékéga kontakta in na mestu nastavitvenega vijaka
Dolotiti moramo tak pomikw; nastavitvenega vijaka, do bo pomik- na mestu elekténega kontakta
enak 0.2 cm. Stopnja statie nedoldenosti je

n=03B+2)+22-1)—-3-2=1.

Osnovno konstrukcijo izberemo tako, da nepémai podporo ob nastavitvenem vijaku spremenimo v
drsno podporo (slik&.258.

ﬁkiLl—ﬁ«Lgﬂ §}<—L1*>0«L2ﬂ
T N 2 T \ 2
SF
Lm Lm j Tz
\ AT, \ AT,
| | | |
Xl 6X1
Y 1

Slika 5.258:0snovno konstrukcijo ob#mo z nadomestno sil&; ter z virtualnima silama X
indFr,

Silo v zici X; in pomikw; nastavitvenega vijaka iz€anamo iz kinematine enébe staitno nedolgene
konstrukcije in iz enébe za pomik take konstrukcije

a11 X1 + b1 = wy, wr = 0.2.

Al L] [a|]



558 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Za ra&un pomikaw staténo nedol@ene konstrukcije moramo najprej iZtmati notranje sile stdtno
nedold@ene konstrukcije. Zato najprej dé@imo koeficientaz;; in b; za r&un sileX;.

Notranje sile v osnovni konstrukciji zaradi sid¢, = 1 prikazujemo na slikb.259

TR

|

Slika 5.259:0sna sila in upogibni moment zaradi sitg = 1

ki

Ker zunanijih sil ni, saV,q, M,q in Nyq enaki nt. Za r&un pomikawr moramo osnovno konstrukcijo
obteziti z §Fr, = 1. Osno silo in upogibni moment zaradi virtualne silér, prikazujemo na sliki

5.26Q
y 0
)

= \ =z
= =

0 0
[Myr (6Fp.=1)]

Slika 5.260:0sna sila in upogibni moment zaradi sfile, = 1

Osna sila v konzoliV, » in notranja sila v vzmetiV, » zaradi siled Fr, = 1 sta enaki rii. Koeficienta;;
izraCunamo po erbi (5.53

1
EnAn  Enl, 2 3 " _EmAm+3Eme ky

Al [H] [«
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all = d d =
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil

koeficientb; pa po enébi (5.59):
Ly
by = / ap AT Ny dx = ap ATy Ly, - 1 = Ly, ap AT, = 0.5.
0

Kinemattni pogoj za réun X je:

< L, L3

_l’_

1
— ) X1 + Ly ag AT, = wy.
B Ap 3Eme+kv> ¥ bmar o

V en&bi (5.9]) sta dve neznanki: silX; in pomikw;. Ker v en&bi za pomikwy

Lo, _
nk
MI% M p

dz.
EI,

wr =

0

559

(5.91)

nastopa upogibni momelz’u’[;]’C stattno nedol@ene konstrukcije (slik&.267), le tega s pomgo prin-

cipa superpozicije izrazimo z neznano skg
n
MpF = My + > My X; = My X,
=1

kjer smo upétevali, da jer = 1in Myq = 0.

Y

[ 0

N

Slika 5.261:Upogibni momentZ\/[;k statiéno nedoldene konstrukcije

Z updstevanjem diagrama¥/, » na sliki5.260in M;’“ na sliki5.261zap8emo pomikw takole:

wr

1 L1 XhI4 <

2
Enl, 5 2 + 1) cm

3
V zadniji end&bi je edina neznanka sild; v zici. Velikost sile X je

_ 2ELywp  2-180000 - 0.2
L2 (Ly+2Ly/3) 152 (75+2-15/3)
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560 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Iz ena&be 6.9]) lahko sedaj izraunamose velikost pomikav; ha mestu nastavitvenega vijaka:

wy = oU0 + 15% +i 18.2857 + 500 - 1077 - 50 = 0.7188 cm
1= \107.0.07 " 3-180000 ' 200 ’ - '

Stevilo potrebnih obratom,, izratunamo iz enébe:

~20-0.7188

5 F = 5.75 obratov.

T,
Pazarno alarmno napravo nastavimo tako, da nastavitveni vijak zavrtimo za 5.75 obratov.

Primer 5.60 Jekleni kabel pri armiranobetonskem nosilcu na shiki62poteka izven betonskega pre-
reza. Dol@&imo silo v kablu zaradi enakomerne linijske dtite 22, = 35 kN/m in zaradi pred-
napetja kabla! Kabel prednapnemo tako, da ga ob desni podporitieme za6 cm. Pri racunu
updstevajmo trenje med disténikoma ter kablom in predpostavimo, da jekleni kabel drsi po jeklen
podlagi krazne oblike, ki je pritrjena na disté@mik. Koeficient trenja: za jeklo na jeklo j&.15. Silo,

s katero kabel deluje na disténik, up&tevajmo na dva ri@na. Najprej up8tevajmo razmere, ki vel-
jajo za primer, da je kabel tik pred zdrsom, nato g& izr&unajmo primer, ko trenje med kablom in
distartnikom zanemarimo. Modul ela&tiosti betona jeE, = 35000 000 kN/m2, modul elastinosti
jekla E;, = 200000 000 kN /m?, plo&tina pr&nega prereza nosilca,, = 1 m?, vztrajnostni moment
pretnega prereza nosilcé, = 0.3 m*, plo&ina pretnega prereza distémika A; = 0.3 m?, vztra-
jnostni moment piénega prereza distamika I; = 0.05 m?, plo&ina pr&tnega prereza kabla pa je
Ay = 0.005 m?.

HHHHHHHHHHHI@ZH¢HHHHHHHHHHHHH z

-
N distanénik 77 2m
\

jekleni kabel

|
|
[~ 10m < 10m < 10m >

vz
Slika 5.262:Geometrijski podatki o konstrukciji

Konstrukcija je enkrat statho nedol@ena. Osnovno konstrukcijo prikazujemo na siki63
o

NI NN aaNEEE

-—
—x 7
1

Slika 5.263:0snovno konstrukcijo izberemo tako, da vrv pEnmmo ob desni podpori
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 561

Silo v vrvi X7 izratunamo iz kinematinega pogoja
a11 X1 + b1 = 0.06.

Za r&un koeficientow1 in b; potrebujemo potek osnih sil in upogibnih momentov v posameznih el
ementih konstrukcije zaradi zunanje atite &2, in zaradi sileX; = 1. Najprej izr&unajmo osne sile
N:q in upogibne momenté/, zaradi linijske obtzbe .. ReakcijiA. in B, sta

302,  30-35
2 2

A, =B, = = —525 kN,
upogibni momenf\/,q v nosilcu pa

35 22

Myg=—A,x — =525z — 17.52% kNm.

Osne sileN,q v vseh elementih ter upogibni moment v kablu in digta@kih so enaki rt. Diagram
M, prikazujemo na slikb.264

Slika 5.264:Diagram upogibnega momenid,

Racun sile v kablu z updtevanjem trenja

Ker kabel izvi&emo v desni podpori, je silé, v kablu v srednjem polju maé od sileS; = X; = 1v
desnem polju, sil&; v levem polju pa maa od sileS; (slika5.265.

S\ SS /Sd :Xlzl

Slika 5.265:Ker kabel vi&emo proti desni, je zaradi trenja velikost sile na levi strani distika
manga kot na desni strani

Ce jeSy > 51, izrazimo velikost sileS; na levi strani distaénika z velikostjo sileS; na desni strani po
enabi
51 = SQ e_’“)‘.
Kot « izratunamo takole 5
tga = 0= 0.2 — «a=0.1974 rad.
Sili S, in S; sta
st =1 6—0.15'0.1974 — 09708, gl — Ss 6—0.150.1974 = (0.9425.
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562 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Na sliki 5.266prikazujemo obtébo na osnovni konstrukciji zaradi sié; = 1. Obt&bo na distaénika
smo nadomestili s silami;, H;, Vyin Hy

Vi =S, sina=0.1848, Vy;=1-sina = 0.1961,
;=S8 — S cosae =0.04663, Hy;=1-cosa— Ss = 0.009756.

o
ﬁd Sd:X1:1 7

Slika 5.266:0btezba, ki jo povzrdgi sila X; = 1

Osne sile v kablu so:
Ny =S, =0.9425, Np, =S, =0.9708, Njq=1.
Osna sila v distagnikih
Ny =-S5 sina = —0.1848, Nyq = —sina = —0.1961.
Upogibni moment v distainikih

My = H x, Mgy = Mg(z = 2) = 0.09325,
Mgq = Hy x, Magm = Mgq(z = 2) = 0.01951.
Osna sila v nosilcu
Ny = =8 cosa = —0.9242, N, = —S; cosa — H; = —0.9708, N,q = — cosa = —0.9806.
Upogibni moment v nosilcu
My = —(S;sina)z, Mys=—(S;sina)z —2H; +V;(x —10), Myq=—1-sina (30— z).
Velikosti upogibnega momenta v nosilcu pri= 10 minz =20 m
My, = My(z = 10) = —1.8484, Mg = —1.9417, Mg = Myq(z = 20) = —1.9612.

Upogibni momenth/,,, v srednjem polju je konstanten. Na sl&i267 prikazujemo potek osne sile in
upogibnega momenta na osnovni konstrukciji zaradisije= 1.
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5.2 Notranje sile in pomiki statho nedol@enih linijskih konstrukcij z metodo sil 563

—0.924 -0.971 0.98%
Op-0.185 OH-0.196 - [Ned]
+ - - +
0.943 # 1.0
0.971
—1.848 1.9%2 —~1.961
0.0933 ® 0.0195@ AN [Myﬂ

Slika 5.267:0sna sila in upogibni moment na osnovni konstrukciji zaradiXile= 1

Zaraun koeficienta;1 potrebujemo ddino kabla v levem in desnem polju,; = Lyq = V102 + 22 =
10.1980 m. Koeficienta; izraunamo po eribi

1 _ _ 1 _ _
=—— (N3 Ly+NZ-10+1%2L —— (N? .24 N?, -2
aiy EkAk( Kl Lokt + N + kd)+EbAd( a2+ Ngg-2)+

1 L, 022 . 22 1 ) )
+m <Md21m23+M3dm23> —l—EbAn (N2, -10 + N2, - 10 + N2, - 10)+

1 (-, 102 _ L, 102
+ 57 <M§Zm 53+ MZ2,10 + M2, - 3> = 2.8682-107° 4 1.3834 - 10 5+
bin

+3.4579-107" 4+ 7.8805 - 10" + 5.8961 - 107% = 3.5384 - 1077,

koeficientb, pa takole:

1

b =
"B,

10 20 30
/Mnl M,yq dx + / My My dz + /Mnd Mygdx | = —0.011774.
0 10 20

Sila X; v kablu pri up&tevanju trenja je

1
Xy = —(0.06 — by) = 2028.4 kN.
a1l

Racun sile v kablu brez updstevanja trenja
Ce trenja ne upstevamo, se velikost sile v kablu ne spreminja. Zato je
S =8=8;=1.
[l [«



564 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Obtezbo na distaénika ozn&imo s silamiV;, H;, Vyin Hy
Vi =8, sina =0.1961, V;=sina = 0.1961,
H =S,— 8 cosa=0.01942, Hy; =S, — cosa = 0.01942.

Osne sile v kablu so: B B
Nt = Nigs = Npg = 1.

Osna sila v distagnikih B
Ng = —0.1961, Ny; = —0.1961.

Upogibni moment v distainikih

Mdl = —(55 — 5'1 COS a) Z, Mdlm = Mdl(a: = 2) = —0.03884,
Mdd — —(5'8 — oS a) x, Mddm = Mdd(l‘ = 2) = —0.038%84.

Osna sila v nosilcu

N,y = —S; cosa = —0.9806, N,s=—S; cosa — H; =—1.0000, N,q= —cosa = —0.9806.
Upogibni moment v nosilcu
My = S;sinax, M,s=—S;sinax —2H,+V;(x—10), Myq= —sina (30— z).
Velikosti upogibneg amomenta v nosilcu pri= 10 m inz = 20 m.
My = My(z = 10) = —1.9612, M,s = —2.0000, Mgy, = M,q(z = 20) = —1.9612.

Upogibni momentl/,,, je konstanten. Na slikb.268 prikazujemo potek osne sile in upogibnega mo-
menta na osnovni konstrukciji zaradi silg = 1.

~0.981 1.0 ~0.981
©OH-0.196 OH-0.196 - [Ve]
T H = S
1.0 1.0
1.0
~1.961 —2.0 ~1.961
0.0388 ® 70.0388@ AN

Slika 5.268:0sna sila in upogibni moment na osnovni konstrukciji zaradiXile= 1
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