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Slika 5.43:0sna sila in upogibni moment zaradi virtualne sife,

Navpicni pomik v ta&ki £ doloimo z integracijo engbe

N, 8N, M, M,
= d =
B Zel/<EAx+ E@)x
Li

1 2 2
= (1-100-100+75-\/5'50\/5\2[+25-\/§.50\/§‘2[+75.\/5'50\/§'ﬂ>+
1 2500'50'\@3-50.2 = 0.0031 + 2.7203 = 2.7 cm.
EI, 2 3

Relativni vpliv osnih sil na pomik v t&ki E je zelo majhen, saj z8a le0.12 % od skupnega pomika.
Pomik v t&ki E se zgodi skoraj izkljano zaradi upogibanja nosilcev, medtem ko je vpliv osnih defor-
macij zanemarljiv. Zato pri @nu velikokrat vpliv osnih sil na pomike zanemarimo.

Primer 5.10 Konzola je sestavljena iz petih lesenih desk debéline in Sirine 10 cm. V prvem primeru

so deske postavljene vodoravno, v drugem pa gaep(slika5.44). lzratunajmo najvéjo normalno
napetost,, max V konzoli! T&kovna sila na koncu konzole, katere vpliv se enakomerno razdeli na vs
pet desk, je enakad kN. Dolzina konzole je enakéd = 1 m. lzraCunajmo tudi poves prostega konca
konzole! Elastini modul jeE = 2000 kN /cm?. Vpliv pretnih sil zanemarimo!

=

Slika 5.44:Konzolo sestavlja pet desk, ki so patne vodoravno oziroma naépio
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416 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

RacCun najvecje normalne napetosti

Najvetjo normalno napetost v konzoli iZfanamo z engbo

o _ ’My‘max ‘Z| o FL ’Z‘max
rr,max — ~ max — ~—
7 Iy Iy

Ce so deske pokene vodoravno, je naji@ normalna napetost enaka

1-100-1 )
O'ngmax = m =3 kN/Cm .

Upostevali smo, da je

_10-23

Iy = —5— = 6.66 em?, I,=5I1  |2lmaz =1 cm.

Za navpEno pol@ene deske je najié@ normalna napetost bistveno mimjkot v primeru vodoravno
polozenih desk
b ~1-100-5

Tzzmax = 5716666

= 0.6 kN/cm?.
Upostevali smo

~2-10°

Iy = =5~ = 166.66 em?, I, =541,  |2lmee =5 cm.

Razmerje med naj@@mi normalnimi napetostmi za oba primera je

a
O za,max o -5

o 0.6

Tx,max

Ce deske postavimo nagpio, so pri isti obtébi napetosti 5 krat magé.
Racun povesa prostega konca konzole

Na prostem koncu konzole postavimo virtualno silB = 1, ki deluje v smeri osiz. Pomik wp

izraunamo po erii

L _
M, 6M,

dz.
g1,

wr =

Diagrama upogibnih momenta\,, in § M, prikazujemo na slikb.45
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 417

FLJH\@WFWN Lm
N [M y] N [6My]

Slika 5.45:Upogibni moment\/, zaradi sileF’ in zaradi virtualne silé F' = 1

Pomikwy izratunamo z integracijo produktel, § M, po end&bi (5.24

1 3
_ 1 pplzl L
EL," "2 3 3EI,

wr

Pomik na koncu vodoravno pdenih desk je

" 1-1003 .
W = = CcIm.
T 3.2000-5-6.66

Ce so deske polene navgino, je pomik bistveno masi

1-1003
b
YT = 379000 - 5 - 166.66 o

Razmerje med pomikoma je
wr

b
wp

= 25.

Ce deske postavimo nawpio, je pomik 25 krat ma#j, kot Ce jih postavimo vodoravno. Vidimo, da
je navptna postavitev ugodrigg tako glede na najig napetosti, kot tudi glede na pomik na koncu
konzole.

Primer 5.11 S prikazano napravo merimo silg, ki se preko vijakaB prenasa na preizkganecA (slika
5.46). Silo merimo z velikostjo pomika jeklenega nosilzaD v tocki E. Sila se na nosile®—D prengsa
preko togega nosilc&—K . Dolotimo razdaljoa od podporeD do prijemalita sile K na nosilecD-D,
da bo pri sili F' = 5 kN upogib nosilca v toki £ enakl mm? NosilecD—D imaSirino 6 cm, ViSino
4 cm, doizino1 m, modul elastinosti materiala pa j20000 kN /cm?.
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418 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Slika 5.46:Velikost sile izr&unamo iz velikosti pomika nosilcB—D v tocki £

Ratunski model ter diagrama upogibnih momentov zaradiiia virtualne siled F, = 1 prikazujemo

na sliki5.47.

| L | L |

f 2 2 1 ‘ L
fe—a— o ‘ 2

L ‘
2

Y

o
—_—
2ol
ol o
-]
—
I
NN

_rFa L
2 _a 4
QN |, s

Slika 5.47:Diagram upogibnega momenta v nosilbw-D zaradi silF/2in 6F = 1

Pomikwyr na sredini nosilcaD—D dolocimo z en&bo

L _
M, 6M,

dz.
g1,

wr =

Za obravnavani primer dobimo:

ElLw.—olae2a ,1(a L\ /(L Fa _ F“3+FL2“
yWT=2757535 725\ ") \2 7 %) 2 T T2 16

Iz zadnje enébe moramo dolgiti a, zato jo preoblikujemo takole:
3

12
a3—1L2a+FEIwa:0.
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 419

Vztrajnostni moment pravokotnega preega prereza nosilda—D je

643

Iy = —5— =32 cm?.

Ob upastevanju podatkov dobimo
3 3000 12 4 3
a —1100 a+€2~10~32-0.1:0 — a” —7500a 4+ 153600 = 0.

To nelinearno er&o r&imo numergno in dobimoa = 21.8758 cm. Uporabimo lahko radine pro-
grame (Mathematica, Matlab, Excel,.)T

Primer 5.12 DoloCimo navptni pomik t@&ke D staticno dol@ene konstrukcije na slil.48 Velikost
sile je ' = 10 kN, modul elastinosti materiala je = 20000 kN/cm?. Pri ratunu up&tevajmo tudi
vpliv osnih sil na deformiranje konstrukcije. Dimenzije konstrukcije prikazujemo n&bsligi

F
[ B
D r‘x /
x z preéni prerez
z 10em 3 em
2m
J 3cm
A -
C Y I 10cm
, Lt 2
e—R2m—=

Slika 5.48:Geometrijski podatki o konstrukciji ter lega in smer sile

En&bo za réunanje pomika oziroma zasuka smo izpeljali ob predpostavki, da stainst glavni
vztrajnostni osi v tgistu pr&nega prereza. V obravnavanem primeru glavni vztrajnostni osi oklepata
osemay in z kot 45°, saj tudi simetrijska os prereza oklepa z osgnia z kot 45°. Ce zelimo nalogo

resiti, moramo izré&unati upogibne momente glede na glavni vztrajnostni osi.

Osno silo in upogibni moment glede nagpgaradi sileF’ prikazujemo na slikb.49

T Nile polinoma, doldene z réunalnikim programom Mathematica:
FindRoot[a*3-7500a+153600==0, {a,25}]
{a —> 21.8758}
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420 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

2000

SIIES 000t B 7

10 [N, ] [My]
AR ,

Slika 5.49:0sna sila in upogibni moment glede nayps

V tocko D postavimo virtualno sild F' = 1, ki deluje v enaki smeri, kot sil&. Podobno izrdunamo
diagrama N, in §M,, zaradi siled F, = 1 (slika5.50).

200

LS 200 [ 2

1 EA [614y]
AT ,

Slika 5.50:0sna sila in upogibni moment glede nagozaradid F, = 1

Glavni vztrajnostni osi in ¢ sta glede na og zasukani za5° oziroma225°. Upogibni moment zaradi
sile ' glede na ti osi dobimo tako, d&,, projiciramo na osh in ¢ (slika5.51).

Me

-
Y M, |
\
V< M77 | \\
n \ ¢

zy

Slika 5.51:Upogibni moment moramo iz€anati glede na glavni vztrajnostni ogin ¢
V tem primeru izr&unamo pomikvp po en&bi
L

_ Ny 6N, M, 6M,  M:dM;
WD_/<EA3E + El, + Bl dx.

0

Al [H] [«



5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 421

Geometrijske lastnosti ptaega prereza so:

A, =69 cm?, I, =1, =995663 cm?, I, =551.087 cm?,

_ yz . o
thch—Iy_Iz—oo —  ag =457,

I, = 1546.750 cm?*, I, = 444.576 cm*.
Upogibna momenta v &ki D glede na osj in ¢ sta:
M, = My cos45° = 1414 kNcm, M = —M, cos45° = —1414 kNcm.

Diagramal/,, in M, zaradi sileF ter M, in §M, zaradi siled F, = 1 prikazujemo na slikb.52

1414 —1414 %
oy W ,

[Mn] % [MC]

1414 Sl %

[6My] % [6M¢]

Slika 5.52:Upogibna momenta/,, in M, ter §M,, in §M, (v kNcm)

141.4

Pomikwp je:
1 (1414-200 2
= 10-200-1-2 S2.141.4-2
wp =g )+EL7< ) 3 >+
1 (1414-200 2
-—=-141.4-2) = 0.0029 + 0.8620 + 2.9991 = 3.86 cm.
EI 2 3

Tudi v tem primeru je del pomika zaradi osne deformacije zelo majhen v primerjavi z delom zar:
upogiba, saj zrea le 0.075% skupnega pomika.
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422 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Primer 5.13 DoloCimo diagrame notranjih sil ter navpini pomik t&ékeC' za konstrukcijo na slikb.53
Velikost sileF” je 10 kN, razdaljaa je enakal0 m. KoliCine E, I, in A, so konstante. U&ievajmo tudi
vpliv osnih sil na pomike!

T
a
"o
a
A Bi
}a}am

Slika 5.53:Ker sila F' ni v vozli&u, v deluC B nastopijo tudi upogibni momenti in ptae sile

Konstrukcija je statino dol@&ena. Reakcije iznamo iz ravnotenih pogojev. Notranje sile iz€anamo,
Ce konstrukcijo razdelimo na dva dela in §pevamo, da sta v palicah odnmiazlicni le osni siliN4g in

Naco (S|Ik61554)
c %(c

Ni/
F
A Ny B
Nyp
Bz

Ay

Slika 5.54:Zza ratun notranjih sil konstrukcijo razdelimo na dva dela

Reakcije in osni sili so:

A, =7.071 kN, A, = -3.536 kN,
B, = —3.536 kN,
Nap = —3.536 kN, Ngc = -5 kN.

Diagrame notranjih sil zaradi zunanje shieprikazujemo na slikb.55
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 423

o
5Ve

2

Slika 5.55:0sna sila, préna sila in upogibni moment zaradi sife

Na sliki 5.56 prikazujemo notranje sile zaradi virtualne silg, = 1.

Slika 5.56:Notranje sile zaradi siléF, = 1

Ker so od ni razlicne notranje sile zaradi virtualne obbe le osna sila (slik&.56), navptni pomik
prijemali&Ca sile F' izraCunamo po poenostavljeni did

L _
N, 6N,
wo = 1 dx.
0 X

E

Za obravnavani primer dobimo:

we =

5 2 14.64
(5‘a\@'—f‘5'2a~0.5> _ 14645

E A, 2 2 E A,
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424 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Primer 5.14 DoloCimo najvé&ji poves na slikb.57prikaznega nosilca! Modul elagtostiF je 210 GPa.

LlOOkN leOkN

@ @

@ TITTT777.
2.4 m =] ZmMrte—2. 0 m—af=l . Zmste—2.4 T —>

prec¢ni prerez 1 preéni prerez 2
X X8
X 10mm ”1(gnrrr1nm
500mm 500mm
M 9mm M 9mm
y £10mm [ » F10mm
A 8mm
~—250mm— =200 mm->t—+=
20mm 26mm

Slika 5.57:Pre&ni prerez nosilca ni povsod enak

Zaradi simetigne obtebe je vodoravna reakcija v levi podpori enaké rdato so simetéine tudi reakcije

in lahko r&€emo, da sta simetmi tako obtéba kot oblika konstrukcije. Naj@g pomik nastane na sredini

konstrukcije. Izrdunamo ga po erthi

L _
M, 6 M,

d
EI, "

w =

0
kjer smo vpliv pr&nih sil zanemarili. I1zréunati moramo vztrajnostna momenta za ob&pagprereza

~25-52% 24.1.50°

I = = 41891.67 cm*
vl 12 12 o

20-0.8°
Iyp=1,+2 (12 +26.4% .20 - o.s) = 64196.09 cm®.
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 425

Na sliki 5.58prikazujemo diagrama upogibnih momentov zaradi zunanjezbbta zaradi virtualne sile
0F, = 1, ki jo postavimo na sredino nosilca, saj je zaradi simetrije pomik tam Gjajve

[M,]

36000

[03y]

120 120
180 530 180

Slika 5.58:Upogibni moment zaradi zunanje obbe in zaradi virtualne sil&éF, = 1

Upogibna momenta na slilki.58 sta zapisana v kNcm, zato tudi el&sii modul zapsimo v ustreznih
enotahF = 210 GPa = 210 GN/m? = 210 - 10 kN /(10* cm?) = 21000 kN /cm?.

Najvegji navpicni pomik izr&unamo

o L (240'24000_2.120).2+ L [120'24000 <2-120+;-180>-2+

T El, 2 3 Elp 2 3
120 - 1 2 2
+w Z.1204 = -180 ) - 2+ 100 - 36000 180+ﬂ 22| =
2 3 3 2
4.608 - 108 2.5704 - 10°

=0.524 +1.907 = 2.43 cm.

~ 21000 - 41891.67 + 21000 - 64196.09

Primer 5.15 DoloCimo najvé&ji pomik in najvé&jo vzdozno normalno napetost na sli&i59prikazanega
nosilca!l Posebnost obravnavanega nosilca je, da&isima pravokotnega pfnega prereza na delu
nosilca linearno spreminja. Pomik ddlimo z uporabo izreka o virtualnih silah. Sila in modul elésbsti

staF = 100 N in E = 21000 kN /cm?.

1cm%7éz _&fffx,

F50cm==00cm==50cm>==50cm~|

Slika 5.59:Sirina nosilca se na delu nosilca linearno spreminja

Al L] [a|]



426 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Zaradi simetrije nosilca in obibe dobimo najv@i pomik na sredini nosilca pri = 1.0 m. Funkciji
M, in 6 M, sta simetini, zato je

L2 _

M, 60,

w =2 El, Y dx, I, = I(x)

Upogibna momenta na levi polovici nosilca zaradi zunanje in virtualnezbbtsta

F _ x
My = 533', 5My = 5
Vztrajnostna momenta sta
5.5-13
<z< : I, =
0<x<50 y TR
b(z)1® 55«
<z <100: I, = =
0 < @< 100 YT 12 T 12-50°

saj seSirina nosilca vzdd osiz spreminja po nasledn;ji ethi (slika5.60:

y 275 2.75 5.5
= — = — 50 b(x) =55+2y = )
v-50 500 YT 5o @0 @) TEV=5
o — Yy 2.75cm
: 7j ]Eb(a:) if)f)cm if).f)cm
o Yy 2.75cm

Slika 5.60:Sirina nosilca se z&0 < z < 100 linearno spreminja

Pomik tcckeC je

100

50

Fxx 12 Fxx12-50
“’—2/225.5Ed“2 5 355:E"
0

50

C6F 1 _5 300F 1

_2F . L (1002 =50%) =0224+097=1.1 .
F5F 3 +5‘5E 5 (100° — 50%) = 0.22 + 0.97 9 cm

Najvecjo normalno napetost datamo loceno za oba intervala. Na intervalu< x < 50 cm mesto
najvetje normalne napetosti sovpada z mestom riggvepogibne napetosti

M, max F xmax12
Ozx,max — Ve = =~ Fmax 22 -0.5

I, ™ 2.55
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Priz = 50 cm dobimo:

0.1-50-12

_ 2
5 5s 05 =273 kN/em®,

r=50cm:  Ozpmax =

Na intervalu50 < x < 100 cm napetosti dolgéimo tako, da v izraz za normalne napetosti vstavimo
izraza zaM,, in I, medtem Ko jex,ax konstanten4,., = 0.5 cm):
Fx12-50 0.5 — 0.1-12-50-0.5

Oz max = 7 55 b= 11 = 273kN/cm2

Napetost,,. se na intervald0 < z < 100 ne spreminja.

Primer 5.16 Listnata vzmet ima enako robno napetost v vseh prerezih in predstavlja nosilec idea
oblike glede robnih normalnih napetosti. Na slki61 je sestavljena i20 trakov Sirine 7.5 cm in
debelinel0 mm. Dolzina vzmetiL = 100 cm, dopustna normalna napetost, 4o, = 40 kN/cm?.
Jeklo vzmeti ima modul elagtiosti E; = 20000 kN/cm?. Dolocimo nosilnost vzmeti (dopustno silo
F) ter upogibwy na sredini razpona zaradi silé"! Pri racunu zanemarimo Zatno ukrivljenost osi
nosilca, ki je r&unski model vzmeti, ter trenje med listi vzmeti.

Tloris:

e 100cm——

Slika 5.61:Listnata vzmet sestavljena iz 10 listov

RaCunski model prikazujemo na sliki62
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428 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Ny

F F
2 F 2
Slika 5.62:Raunski model listnate vzmeti

Pok&imo, da najvéja vzdoEna normalna napetost.. ni odvisna od koordinate.

2b h? M, Az6L G6AL M, (L/2
ba) = 20 Wy =L, s = T~ 22 UL/

Wy(z)  2bxh?  2bh2  W,(L/2)

Ce pld&o na sliki5.62razrezemo in trakove polimo kot kae slika5.63 dobimo listnato vzmet.

Tloris:
]i?.ch
F i F
2 2
F

o100 cm——

Slika 5.63:Vztrajnostni moment in napetost,, se ne spremenit&e pld&to razrégemo in liste
poloZzimo, kot k&e slika

Dopustna sila
Dopustno silo izraunamo iz enébe za dolditev normalne napetosti:

M,(L/2)
Uzm(x) = Uxx(L/2) < Ogzx,do — e < Ozx,dop-
' Wy(L/2) v
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 429

|z slike 5.63 vidimo, da je najvéja Sirinab raCunskega modela vzmeti enaka= 10 - 7.5 = 75 cm.
Sirina nosilca se vzdalosi spreminja po ehib(z) = 2bx/L. Ker je

FL bh?
My (L/2) = T Wy(L/2) = %
sledi ) )
2 .75 .12 .
F< bh* 0z dop _ 2 75-1%-40 _ 90 kN,
3L 3-100
Navpicni pomik na sredini razpona
Pomik dol&imo po enabi
L _
M, 6M,
= | ——=dx.
wg E_[y X

0

Diagramal/,, in § M, prikazujemo na slikb.64
FL L
4 4

Slika 5.64:Upogibna momentaZ, in §M,

Zaradi simetrije diagramov in konstantnega materiala lahkcszapd
2 [ M,dM,
0

Ker se préni prerez vzdd osiz spreminja, zagiemo integrand v odvisnosti od spremenljivkéen ga
integriramo. Ker je

Fzx x b(z)h® bhix
M, = — M, =—. 1 = =
y(@ 2 ) 5 y(x) 27 y($) 12 6L )
sledi
L/2 L/2
wpo L [Tre 8Ly L[,
F=E 2 2bH3z ~  EDbK
0 0
Po integriranju dobimo
3F L3 3-20-1003

=5 cm.

Y= Sy E ~ 8-75-13 - 20000
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430 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Primer 5.17 Konstrukcija na slikb.65je sestavljena iz dveh elementov z odprtim tankostenskiinipme
prerezom. Doldimo velikost silg" tako, da bo najv&a strizna napetost enaka dopustni &tri napetosti
Tdop = 10 kN/cm?. Dolotimo tudi, za koliko se sil& lahko povéa, e stik zavarimo tako, da dobimo
elementa z zaprtim tankostenskim prerezom. Pri tem predpostavimo, da nastane v elementih enakor
torzija. 1zratunajmo tudi navgini pomikwc totke C' za sili, ki ustrezata odprtemu oziroma zaprtemu
precnemu prerezu. Elagthi modul E materiala je24000 kN/cn?, strizni modulG' je 10000 kN /cm?,
vztrajnostni moment,» elementa2 je 5000 cm?, dozina L = 1.5 m in dolzinaa = 0.5 m. Zunanii
premerD precnega prereza j80 cm, debelinat stene prénega prereza pa.5 cm.

precni prerez AB

Slika 5.65:Elementa imata odprti oziroma zaprti pre prerez

Racun dopustne sile za primer, ko ima element B odprt precni prerez

Torzijski vztrajnostni moment nosilca z odprtim tankostenskintpa prerezom izriéunamo z engbo
2r=D —t=30—-1.5=285cm(glej (2.139))

t3 t3 1.5°
Ix—/3dc—3Ls—52wr—100.727 cm?.

3
%

%, predstavlja integracijsko obrje pri integriranju vzdd srednjetrte, L, pa je dokina srednjerte
tankostenskega pteega prereza. Sild' 4., izraCunamo iz pogoja, da je najsj@ strzna napetost
T2¢, max Manga od dopustne shme napetostiy,y,

Oz(¢,max < Tdop-
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dola@enih linijskih konstrukcij 431

Najvegjo strizno napetost izunamo po eribi (glej en&bo (2.138))

. ‘Mx‘max

Ox¢,max — Ji tmax-
x

UpasStevamo, da jéMy |rmaz = F1 dop @ in dobimo

Fl dop @
3 p

———— tmax < Tdop-
x

Iz zadnje enébe izr&unamoF q.p:

Taop Ie  10-100.727

= = 13.43 kN.
a tmax 50-1.5

Fl,dop <
Racun dopustne sile za primer, ko imat elementd B zaprt precni prerez

PlosCino A, odprtine do srednjérte zaprtega tankostenskegagmega prereza iz€anamo z engbo

- 28.52
Ay = WT = 637.94 cm?.
Silo F; 40 izraCunamo iz pogoja, da je najg@ strzna napetost,¢ m.x Manga od dopustne shme
napetostiry,p
Oz, max < Tdop-
Najvetjo strizno napetost izunamo po eribi (glej en&bo (2.150a))
| M| max

Oz(¢,max — DAt
S Ymin
UpaoStevamo, da jeM,|max = F2 dop @ In dobimo

F2,d0p a

——— < Tdop-
2f4stmin = Tdop

Iz zadnje enébe izr&unamoFs; qop:

2 A tmin 10-2-637.94-1.5
Fy qop < [dop= s Tmin — 382.764 kN.
’ a 50
Nosilec z zaprtim tankostenskim @r@m prerezom lahko obtémo z 28.5-krat véjo silo kot nosilec z

odprtim tankostenskim péaim prerezom

Fy dop = 28.50 F1 dop-

Izpeljemo lahko, da je razmerje med dopustnima silama za odprti in zapttiigyeerez v obliki kolo-

barja enako
FQ,dop . ﬁ

Fl,dop t
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Racun pomika tocke C'

Pomikw¢ izraunamo po erti

M&M M&M
wC—Z/( L >d:v.

Na sliki 5.66 prikazujemo torzijski momenf/, in upogibni moment\/, zaradi sileF" ter torzijski
moments M, in upogibni momenb M, zaradi virtualne sil@ F, = 1.

Slika 5.66:Upogibni in torzijski moment zaradi sil€ in virtualne siled F, = 1

Nosilec z odprtim precnim prerezom (£ qop, = 13.43 kN)

Za r&tun pomika moramo iznati vztrajnostni moment,; precnega prereza nosilcd3

Iy = gj [D* — (D — 2¢)%) = 13673.73 cm?.

Tako dobimo

1 Fl,dopLL 2L 1 F17d0paa 2a

F o) L - =
El, 2 3 " El, 2 3+GI L dop @ L a = 0.0507 + 5.0 = 5.0507 cm.

we =

Delez pomika zaradi upogiba je veliko m&npd delga zaradi torzije. Nosilci z odprtim tankostenskim
precnim prerezom slabo prevzamejo torzijsko die.

Nosilec z zaprtim preCnim prerezom (F; 4o, = 382.764 kN)

Za r&tun pomika moramo iztainati torzijski vztrajnostni momerit, zaprtega tankostenskega gmega
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5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 433

prereza nosilcal B (glej end&bo (2.150b))
_ 4A? 4.637.94

I = d¢ — m-285
t 1.5

s

= 27271.92 cm?.

Tako dobimo

Fy dop L3 a? Fy dop La?

=——— | —+— —— = =1.445+40.526 = 1.971 cm.
=35 \1,"1,) " oL * o

Pomik zaradi torzije je ma#j od pomika zaradi upogiba. Nosilci z zaprtim tankostenskintmre

prerezom so primerni za prevzem torzijske dbte Kljub temu, da smo konstrukcijo z odprtim @ném

prerezom obremenili kar z 28.5 krat m&ajsilo kot nosilec z zaprtim prerezom, so pomiki pri odprtem

prerezu vé kot 2.5 krat veéji.

Primer 5.18 Izrazimo AT, in AT, v en&bi (5.1) za primer nosilca v ravnini, z! V tem primeru je
sprememba temperatu®?’ neodvisna od koordinatg (AT, = 0). ViSino nosilca 0znémo sh.

Spremembo temperature na spodnji strani nositca=(1;) ozn&imo zAT.", spremembo temperature
na zgornji strani nosilca{ = —h,) pa zAT, (slika5.67).

Slika 5.67:Po v&ini nosilca predpostavimo linearen potek spremembe temperaflire

Predpostavimo, da se temperatura linearno spreminjakdordinatez. To je primerna predpostavka,
Ce obravnavamo stacionarno stanje, ko se temperafi@sosn ne spreminja. Sprememba temperature je
v tem primeru dol@ena z izrazom

AT = AT, + AT,z

Izraza zaAT, in AT, dobimo,Ce up&tevamo robna pogoja na spodniji in zgornji strani nosilca

z=hs: AT =AT) = AT, + AT, hs,
z=—h,: AT =AT; =AT,— AT, h,.
Ko end&bi resimo, dobimo
h ’ h
[i] [a]

AT, = AT} — AT, = — (AT — AT,).
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Ce sta razdaljh, in h, enaki, sta izraza za ddliev AT}, in AT, preprosteja

AT, = J(ATS 4 AT), AT, = 3 (AT - ATY), (5.31)

Primer 5.19 Na spodniji strani previsnega linijskega nosilca nastane sprememba tempefsiture=
10°C, na zgornji strani paA7T; = 30°C. Vzemimo, da sé\T." in AT, vzdok osi nosilca ne
spreminjata. Ddtina nosilcal. = 100 cm, viSina nosilcah = 10 cm, pl&ina pr&€nega prereza
A, = 10 cm?, vztrajnostni moment posine pré&nega prereza pd, = 100 cm*. Modul elastEnosti
materialaE = 10000 kN /cm?, temperaturni razteznostni koeficientgpa = 1075 (1/°C) (slika5.69).
IzraCunajmo pomikaz in wr ter zasukvr = wr, tockeT pri x = L. DoloCimo tudi potek notranjih
sil!

N AT, .
ﬁ‘ ATS Tz

1 L !
zy

Slika 5.68:Nosilec v ravniniz, z izpostavimo spremembi temperatukd”

KonstantiAT,, in AT, izratunamo po erizi (5.31):

1 10 —
0430 _pjoq A, — 20=30

AT, = -
v 2 10

= —2°C/cm.

Za ra&un pomikovur in wrp ter zasukas; moramo izrgunati notranje sile, za virtualni siiF, = 1in
dFr, = 1in zavirtualni moment Mz, = 1 (slika5.69.

6FT21j oMy, =1
\ o \ -
) 6Fpe=1 ) N
[6]\796 (6Fr=1)] L [(MZy (6MTy:]l)J
1 ﬁ i 611 WL

Slika 5.69:Notranje sile zaradi virtualne olitbe

Ker so notranje sile zaradi regnie obtébe enake i, ratunamas\W,* po end&bi (glej (5.20)
L
SWE(AT) = /aT (AT, 5N, + AT, 5My) dx.
0
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Pri dolcEitvi integralov ypétevamo, da sar, AT, in AT, konstante. Zato pomil izraCunamo tako,
da pla€ino diagrama N, (6 Fr, = 1) zaradi virtualne silé Fr, = 1 pomn@imo s konstantamag in

ATx:
L

UTy = UT = QT ATI/(HVLE dxr = 0.00001-20-100-1 = 0.02 cm.
0

Vidimo, daAT, ne vpliva na pomikir. Pomikwr izraunamo tako, da pkgino diagramd]\Zly(éFTz =
1) zaradi virtualne sil@ F', = 1 pomna@imo s konstantamay in AT,

=100-100

0.1 .
5 cm

L
ur, = wr = ar ATZ/(SMy dz = 0.00001 - (—2)
0

Vidimo, da nawr ne vpliva sprememba temperatule’, ampak sama\T;. Zasukwy izratunamo
tako, da pl&cino diagramaM,(6Mr, = 1) zaradi virtualnega momenta\/r, = 1 pomn@&imo s
konstantamavr in AT,

L
wr = ar ATZ/aMy dz = 0.00001 - (—2) - 100 - 1 = —0.002 rad = —0.115°.
0

Iz ravnot&nih pogojev za obravnavani primer sledi, da so notranje sile enak&eilja spl&no pravilo,
da sprememba temperaturestaticno dolaCenih konstrukcijah povzr@i deformacije ne pa tudi no-
tranjih sil. Deformirano lego obravnavanega nosilca prikazujemo nasliki kjer je merilo pomikov
bistveno véje kot merilo, v katerem je narisana konstrukcija.

Slika 5.70:StatEno doldeni linijski nosilec se ob spremembi temperature deformira

Primer 5.20 DoloCimo vodoravni pomik na koncu previsnega nosilca, ki se segreje za
AT, (z) =50+ 10z [°C],

kjer moramo razdaljac podajati v m! Dokina nosilca jeL. = 4 m, temperaturni razteznostni koeficient
pajear =1.2-107° (°C)~L.
Pomikur na koncu nosilca iz&unamo z izrekom o virtualnih silah

L
ur = /aT AT, N, dz.
0
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Diagrama temperaturne sprememh@&,, in osne siles NV, zaradi vodoravne virtualne sileF, = 1v
tocki T prikazujemo na slikb.71

\ 0r,=1
N

P

L 1

N,
e o

Slika 5.71:DiagramaAT, in 6 N,

Sedaj lahko zagemo enébo za r&un vodoravnega pomika

50 + 90

L-1=12-10"°. -4 =10.0034 m =0.34 cm.

50 + 90
ur = or T2

5.1.6 Delo virtualnih napetosti v linearno elasttnih vzmeteh

DoloCimo delod ;¥ virtualnih napetosti na restnih deformacijah za ravni linijski nosilec s konstantnim
precnim prerezomy, in dolzino L, ki je v krajiSCu A obtezen s siloF 4., v krajiscu B pa s siloF ;! Sili
F4, in Fp, sta enako veliki in nasproti usmerjeni (sli&ar2. Delo W) izrazimo s pomikoma 4, in
up, Krajist nosilca.

‘ Py A B _ Fpa -
Upy | URBzx x
[ —
2y

Slika 5.72:Nosilec je obtéen v krajitih s silamaF 4, in Fi,

Da bioW)! izrazili s pomikoma krafc nosilcau 4, in up, postavimo v krajna prereza virtualni silF'4
in § Fz;, ki sta enaki po velikosti in nasproti usmerjeni (slkd3.

Ofye A B Ofpy o
- i -
[ —
2y

Slika 5.73:Nosilec je obtéen v krajstu A s silod Fa,, v krajistu B pa s silod Fig,
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Delo virtualnih napetosti na resmih deformacijah izrazimo s pomikoma in u 5., e za obravnavani
primer v izreku o virtualnih silalaW; izrazimo s silama& F 4, in d Fip,

Wy =6W, =0Fpyupsy — 0F Az Uay.
Ker je osna sila N, zaradi virtualne obte enaka
5Nx = 5FA$ = 6FB$7

sledi
OW) = 0N, (upy — uAg).

Prikazani element lahko predstavijaijsko vzmet, ki jo shemattno narsemo na slikb.74
E4x FBa:
~— AN~

Slika 5.74:Linijska vzmet

Ce vpeliemo oznaki
(SN;E = 5Nv, Auv = UBgy — UAg,

dobimo
oW = dN, Auy.

Pritem jed NV,, notranja sila v vzmeti zaradi virtualne obte, Au, pa sprememba dbhe vzmeti zaradi
resntne obtébe.

DoloCimo delod ;¥ virtualnih napetosti na restnih deformacijah za ravni linijski nosilec s konstantnim
precnim prerezonyz, in dolzino L, ki je v krajiStu A obtezen s torzijskim momentomy 4, v krajistu

B pa s torzijskim momentomd/p,. Torzijska momental/,, in Mp, sta enako velika in nasproti
usmerjena (slik®&.75. Delo W, izrazimo s torzijskima zasukomay,, in wp, Krajist nosilca.

My »A B L Mpy .
WAz | Bz x
[
2y

Slika 5.75:Nosilec je obt&en v krajgtih s torzijskima momentoma/ 4. in Mp,

Da biéW: izrazili z zasukoma krajnih prerezov nositea,, in wg,., postavimo v krajna prereza virtualna
torzijska momentaM s x in 6 Mpx, ki sta enaka po velikosti in nasproti usmerjena (sbkz6).
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438 5 Uporaba izreka o virtualnih silah

Mz 4 B 6Mpy
\ T
L
2y

Slika 5.76:Nosilec je obtéen v krajstu A z virtualnim torzijskim momentord M 4., v krajiscu
B pa z virtualnim torzijskim momentodM 5,
Delo oW, doloCimo tako, da v izreku o virtualnih silafiV} izrazimo z momentoma&h/ 4, in 6 M p,
W) =0W} =Mpywpsy — OMay way.
Ker je notranji torzijski momeni M, zaradi virtualne obtébe enakb M 4, 0ziromad M,
OMy = dMay = OMpy,

sledi
W) =0M, (wpzr — wAz)-

Prikazani element lahko predstavifazijsko vzmet. Pre&no povezavo dveh linijskih nosilcev s torzijsko
vzmetjo prikazujemo na slils.77.

a) @ b) \\@\

Slika 5.77:Torzijska vzmet: a) v ravnini  b) v prostoru

Z oznakama
(SM;E = (SMU, va = WBx — WAz,

dobimo

oW = M, Aw,.
Z §M, ozn&ujemo notranji torzijski moment v vzmeti zaradi virtualne dibie, Aw, pa predstavlja
spremembo zasuka torzijske vzmeti zaradi r&smiobtébe.

V primeru, da je v konstrukciji,, osnih inm,, torzijskih vzmeti, je delo virtualnih napetosti na rasmih
deformacijah v vseh vzmeteh enako

(5W; = nzvl(SNm Aum- + idej vaj.
i= j=

Ce so vzmetiinearno elastiéne lahko izrazimo notranjo sil&V,; oziroma notranji moment/,; vzmeti
s togostnima koeficientomia,; in k,; (slika5.7§

Nyi = ky; Auvh Mvj = kgoj vaj»
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kjer togost vzmeti lahko izrazimo z etisama

o — E; Ay 7

L;

Slika 5.78:Linearno elastini vzmeti

V tem primeru je deldW;: v vseh vzmeteh enako

ON M.
W) = — 5Ny Y S M. 5.32
Wy Z:; s +; Mo (5.32)

Delo W virtualnih napetosti na resinih deformacijah za konstrukcijo sestavljeno iz linijskih elemen-
tov in vzmeti dobimoge s&tejemo enébe 6.11) in (5.32:

L;
. N, N,0N, N.6N. M, oM,
5Wn_zl:/<<EA$+OéTATx>5Nz+ Ga v At oLt
e

M M,
+ (Ejyy +ar ATz) SM, + (EI —ar ATy> 5MZ> da+ (5.33)

n my
v N . v M .
+) R ON+ Y T My,
= i j=1 ki

Ce ima virtualna sila oziroma virtualni moment velikost ena, potenckado Wy, 6 Ny, 6Ny, 6N, 0 My,
dMy, SM, 6 Ny; in dM,,; 0zn&imo s pré&ko in dobimo:

L; _ _ _
. _ N, . N,6N, N.6N. M,6M,
ur }:6W,ﬂ;:2/(< +aTAT$)5Nz+ ke + +
el 0

Wrs E A, GA, = GA, G1,

M, y M. Y (5.34)
+ <Ely + ar ATz> oM, + <EIZ ar ATy> 6]\/[2) dx+

n m
\ Nyi = N My; -
+ E 2 ONy; + E e 5Mvj-
el o Fes
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Slika 5.79:Konzola je vpeta s torzijsko linearno elasto vzmetjo

Primer 5.21 Za nosilec na slikb.79dolotimo navpeni pomikwy toCkeT zaradi sile Frp,! Vzmet je

linearno elasttna. Vpliv pr&ne sileN, zanemarimo.
Ce pré&no siloN, zanemarimo, izrieunamo pomikor po en&bi

L _

- M, §M, M
=W (Fr, =10)= | =Yg Y
wr ~(0Fr 0) £, x—i_k@

S M,.

Upogibni moment v nosilcu in v vzmeti zaradi reGné obtébe prikazujemo na slils.80

M, = —Fr, L.

—I'r. L
, [,

Slika 5.80:Upogibni moment zaradi silé’r,

Upogibni moment v nosilcu in v vzmeti zaradi virtualne siler, v tocki T' prikazujemo na slikb.81

oM, = —L.

deTZ =1 7L
k
@ - T / [6My (6 Fr,=1)]

1 L

Slika 5.81:Upogibni moment zaradi virtualne sifd’;, = 1

Navpicni pomik tacke T je
_ 1 FpLlL2, FTZLLiFTZL?) Fr. L?
- EI, 2 3 k, =~ 3EI, ko
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Pomik osi nosilca je sestavljen iz pomika zaradi upogiba nosilca in iz pomika zaradi zasukénelast
podpore. Na slikb.82 prikazujemo pomik nosilca zaradi zasuka efasti podpore in zaradi upogiba
nosilca. Izpeljani izrazi veljajo le za majhne pomike, zato moramo povdariti, da je merilo pomike

zaradi preglednosti pogano.

Slika 5.82:Navpicni pomik nosilca

Primer 5.22 Dolocimo navptni pomik t@ékeT". Vzmeti sta linearno elagtni (slika5.83).

Slika 5.83:Konstrukcija je sestavljena iz dveh nosilcev in dveh vzmeti

Pomik dold&imo z izrekom o virtualnih silah po ebhi (5.34), kjer up&gtevamo, da sta od hirazlicna
le pr&Ena sila in upogibni moment v nosilcu in sila oziroma moment v vzmeteh. Ker vplignprsile

zanemarimo, je:
2a _ _ _
M, oM, dr 4+ N, 0N, n M, 5Mv.
EI, k. ke

wp =
0
Notranje sile zaradi zunanje olatee prikazujemo na slils.84

@ [M,]

Fa

2

Slika 5.84:Diagram upogibnega momenta zaradi zunanje Zidge
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Osna sila in upogibni moment v vzmeteh st§; = —F/2in M,, = Pa/2.

Notranje sile zaradi virtualne olitbed F, = 1 prikazujemo na slikb.85

Slika 5.85:Diagram upogibnega momenta zaradi virtualne sile

Osna sila in upogibni moment v vzmeteh zaradi virtualne sile®sta:= —1/2 in §M, = a/2.
Navpicni pomik t&ckeT je
1 Faa2a F/21 Fa/2a
Wp = —————— — —
TTFEIL 22327k, 2k, 2
in po preureditvi enébe dobimo

_r ad n 1 " a®
YT=E\6EL, T4k, 4k, )

Primer 5.23 Dolocimo Stevilo navojew: gosto navite vzmeti na sliki.86tako, da bo navgini pomik
wp tockeT enakl cm.

Slika 5.86:Prostoleeti nosilec je v enem krajtu podprt z gosto navito vzmetjo

Spremembo dine Au,, gosto navite vzmeti, ki je osno obéma z natezno ali téno siloF’, izratunamo
po en&bi (glej primer 5.29)

(5.35)

Al [H] [«



5.1 Pomiki in zasuki posameznittkostattno dol@enih linijskih konstrukcij 443

kjer je 7 polmer vzmetiy polmerzice vzmeti(z strizni modul jekla N, pa osna sila v vzmeti.

Dolzina nosilca jel. = 1.0 m, modul elastinosti nosilca je,, = 20000 kN/cn?, vztrajnostni moment
nosilca jel,, = 54 cm’, obtezba pa jeM = 2 kNm. Polmer vzmeti = 5.0 cm, polmerzice vzmeti
r = 0.771 cm, strzni modul jeklaG je 8000 kN/cn?.

Ker je togost razmerje med silo v vzmeti in spremembaiha (k, = N, /Auw,), sledi iz ené&be 6.35),
da je togost enaka

k= G
473 n
Pomik izr&unamo po enzbi (5.34)
[ M58, N,ON
_ y OMy v 9Vy
wr = EIy dr + ks .

Diagrama notranijih sil zaradi zunanje otte in zaradi obtgbe z virtualno sil@ F, = 1 prikazujemo na
sliki 5.87.

Slika 5.87:Upogibni moment zaradi zunanje obbe M in zaradid F, = 1

Osna silaV, v vzmeti zaradi obtebe M je —M /L, zaradi virtualne obt&be pad N, = —0.5. Pomikwy
je
1 L1M M47n M L? 2M B n

B L4122 9L G T 16E.1, T GL

wr

Stevilo potrebnih navojex je

MI? \ GLr* 200 - 1002 8000 - 100 - 0.7714
n = w _ = _— =
T 16E,1I,) 2 M7 16 - 20000 - 54 2200 - 53
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Primer 5.24 Podan je pomikv4 podporeA na sliki5.88 Izratunajmo pomike; na mestu delovanja
sile 4!

B

A
-
w{% - iiff 2 . iic
|
zY g 4

a a a a

Slika 5.88:Poleg obtébe s silama ugkievamase pomik podpore

Konstrukcija je stafino dol@&ena. Pomik podpore nima vpliva na notranje sile &tatidol@&ene kon-
strukcije, vpliva pa na pomike take konstrukcije. Pomik v delai tacki dolocimo z izrekom o virtualnih

silah
SW* = SW.

Konstrukcijo v prijemaBu sile F; obtezimo z virtualno silad F, = 1 (slika5.89.

54, A 6sz
6‘;\ 2 E
j 6@[

Slika 5.89:Virtualna obt&bad F, = 1 ter ustrezne reakcije

Ker ima podpora predpisan pomik v na®pi smeri, opravi delé W tudi reakcijad A, ki jo izrazimo z
virtualno silod F, = 1 takole:

5Aza+5FZ§ =0 — A, =-"F=__
Delo §W} zapBemo z ené&bo
1
oW, =0A,wa+ 0F, w; = _iwA + wq,

delodW;* pa zapsemo v tem primeru takole:

s =3 M5Myd +Z Mot 5
elO
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