ENERGIJSKE METODE V MEHANIKI KONSTRUKCIJ

1.1 Pregled osnovnih enacb linearne mehanike trdnih teles

Ravnotezne enacbe

Ravnotezne enacbe povezujejo specificno povrsinsko obtezbo p, in
specificno prostorninsko obtezbo v obravnavanega telesa z napetostmi
oij. Mejno ploskev telesa simboli¢no razdelimo na dva dela (slika 1.1)

Slika 1.1

7 7, oznacimo del zunanje mejne ploskve, na katerem je predpisana
aktivna zunanja obtezba p,, z %, pa tisti del, na katerem so zaradi
podpiranja ali na kak drugacen nacin predpisani pomiki u in zasuki w.
Oba dela sta z robom & povezana v ploskev .¥

ISy =S SN S =R . (1.1)

V kartezijskem koordinatnem sistemu z bazo e,, e,, e, morajo biti zno-
traj obmocja ¥ izpolnjeni pogoji



1.1 Pregled osnovnih enacb linearne mehanike trdnih teles

60'2"
Vo J =0
i oz, + v
Tji = Oij (i, =x,y,2). (1.2)
yp : pnj:ZUijeni
i

V nekaterih izpeljavah bomo uporabljali vektorski zapis ravnoteznih
enacb

Vo ZZZ;—I—v:O

Dexei=0  _uy. (13)
yp: pnzzaieni

Kinemati¢éne enacbe

Kinemati¢ne enacbe povezujejo pomike in zasuke z deformacijami.

auj o 1 Guj ou;
Vo 6.772 — i +w” S = 5 (6.772 * 813)
1 8uj 8uz
wij = — —
2 89@1 83?]'
S up =uj (wiy =wj;) (] =12,y,2)
(1.4)
oziroma v vektorski obliki
0
Vo 8u:€i+wi:si—|—wxei
i (i==z9,2) (15)
S u=u" (w=w")



1.1 Pregled osnovnih enacb linearne mehanike trdnih teles

Konstitucijske enacbe

Konstitucijske enacbe povezujejo deformacije z napetostmi in spre-
membo temperature. Za linearno elasti¢no izotropno telo velja
035 = 2,u€z-j —+ )\Iféw — BTAT(SW
1+ v v (z’,j:x,y,z) (16>
= Tgij - Elféw + OéTAT(sz'j .

Pri tem sta I in I{ prvi invarianti tenzorja napetosti oziroma tenzorja

€ij =

majhnih deformacij

If :Zzaijéiy’ Ils :Zzgijéij' (17)
J J

% )

Dodajmo Se nekaj pojasnil v zvezi s hidrostaticnimi in deviatori¢nimi
napetostmi ter ustreznimi deformacijami. Tenzor napetosti smo raz-
stavili na hidrostatic¢ni del 05 in deviatoricni del o;; z razcepom

) 1
o = 05 +s;; oziroma o0;; = 3 IT76i5 + sij5, (1.8)

pri ¢emer je hidrostati¢ni del definiran s povpreéno normalno napetostjo
30 = I7. Podobno razcepimo tudi tenzor majhnih deformacij na
hidrostati¢ni ali sferi¢éni del 5{? in deviatoricni ali distorzijski del, ki ga
oznacimo z d;;

1
iy = 65 + dij oziroma iy = § Ifdw + dij . (19)
Kakor vemo, je pri majhnih deformacijah s prvo invarianto tenzorja

deformacij izrazena specificna sprememba prostornine ey = I{. Sedaj
lahko enacbi (1.8) in (1.9) zapiSemo v naslednji obliki

045 = O'Haij + Sij (1.10)
1
€ij = 3 evlij + dij . (1.11)
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1.1 Pregled osnovnih enacb linearne mehanike trdnih teles

V nadaljevanju se omejimo na izotermni primer (AT = 0) in vstavimo
zvezo (1.11) v prvo od konstitucijskih enacb (1.6)

1 2
Tij =24 (g evdij + dij) + ey dy; = (E,u + )\) evdi; +2ud;; .
(1.12)

Clen v oklepaju izrazimo z modulom elasti¢nosti E in Poissonovim
koli¢nikom v

21 ) Ev B E
?+)\_§2(1+1/)+(1+V)(1—2y) T 3(1—-2v)° (1.13)

Dobljeni izraz je v mehaniki linearno elasti¢ne zvezne snovi znan kot
prostorninski modul (bulk modulus) K

E
K=s0g (1.14)

S tem lahko enacbo (1.12) zapiSemo v naslednji obliki
05 = ngtsij + Q/Ldij . (1.15)

Po drugi strani pa iz definicije prve invariante tenzorja napetosti ob
upostevanju prve od konstitucijskih enacb (1.6) sledi

IT =" 06 =20 ) Y €0 + AT Y Y b (1.16)
i g i g i

Ker je
Zzeijaﬁ = Eox tEyy 2o =11 =e€v

J
) 6ij0i; = 02y + 65y + 02, =3,
(]

dobimo zvezo med prvima invariantama tenzorja napetosti in tenzorja

(1.17)

majhnih deformacij v obliki

IT = 2u+3X\) I = 2u+3X) ey . (1.18)



1.1 Pregled osnovnih enacb linearne mehanike trdnih teles

Primerjava z enacbama (1.13 in (1.14) pove, da je 2u + 3\ = 3K; ob
upostevanju definicije hidrostatiéne napetosti 307 = I¢ zato sledi

I =3KI; in ol = Key . (1.19)

Ob upostevanju zveze (1.15) lahko sedaj enac¢bo (1.10) zapisemo v zelo
zgovorni obliki
aHéij + Sij = K(ivéij + Q/Ld” N (120)
kjer je
H H
0;; =070 = Keydy;
K “ v (1.21)
Sij = 2pudy;
Prisli smo do druga¢nega zapisa ze znanega dejstva, da je pri izotrop-
nem, idealno elasticnem telesu hidrostaticni del napetostnega stanja
povezan zgolj s specificno spremembo prostornine, deviatori¢ni del pa

le z distorzijskim delom deformacijskega stanja, torej s spremembo ob-
like.

Tudi konstitucijske enacbe je smiselno zapisati v vektorski obliki.
Enacbi (1.6) pomnozimo z e; in seStejemo po j

Zaijej = 2uZ€ije]’ + )\Ila Z(Sijej — 5TATZ(5ijej
J ' J J

J
ZEijej — 1 ;V Zaijej — %Ifz&jej + aTATZ(Sijej .
J J J J

(1.22)

Ker je

Z 0;j€; = 0, Zgijej = €&; in Z 5ijej =€;,
J J J
(1.23)
dobijo konstitucijske enacbe naslednjo vektorsko obliko
g; = 2,u€1 -+ )\Ils e;, — BTATei

1+v Voo (i =z,y,2) (1.24)
E; = E a-i_Ejl ei—i—aTATei.




1.1 Pregled osnovnih enacb linearne mehanike trdnih teles

Na podoben nacin lahko v vektorski obliki zapisemo enacbi (1.10) in
(1.11)

O'iZO'zH—f—SZ'

(1.25)
g, = €f{ + dz y
kjer pomeni
O'ZH = Zagej = O'H25ij6j = aHei
J J
S; = Zsijej

J

(1.26)

1 1
H H_ e, — o .
g = g £i;€j = §€V g dije; = 35Vez
J J

di = Z dijej .
J

Ob upostevanju vsega povedanega brez tezav zapiSemo v vektorski ob-
liki tudi konstitucijski zvezi (1.21)

H

o, = Keye;

(1.27)

Za kasnejso rabo zapiSimo v vektorski obliki Se prvi invarianti napetost-
nega in deformacijskega tenzorja ter njuna prirastka pri infinitezimalni
spremembi napetostnega oziroma deformacijskega stanja

If:Za'iei dIU:ZdO'iei
i = ' (1.28)

Ils = Zeiei d[la = stiei .



1.2 Deformacijska energija elasticnega telesa

1.2 Deformacijska energija elasticnega telesa

V uvodu smo ugotovili, da se mehansko delo, ki ga opravi zunanja
obtezba pri deformiranju in premikanju telesa, nalozi v telesu kot de-
formacijska energija. Ta ugotovitev je v skladu s prvim zakonom ter-
modinamike, ki pravi, da je mehansko delo, ki ga na toplotno izoliranem
telesu v dolocenem ¢asovnem intervalu opravijo zunanje sile, enako vsoti
sprememb kineti¢ne in notranje energije telesa v tem casovnem inter-
valu. Pri pretezno staticnem nacinu obtezevanja je razvoj deforma-
cij pocasen, zato lahko spremembo kineti¢ne energije zanemarimo. Ce
vzamemo, da je notranja energija telesa v zacetnem, nedeformiranem
stanju enaka nic, se celotno opravljeno mehansko delo zunanjih sil nalozi
v telesu kot deformacijska energija D. V primeru, da telo ni toplotno
izolirano, se mu notranja energija lahko poveca oziroma zmanjSa za
vrednost dovedene oziroma odvzete toplote. V nadaljevanju se ome-
jimo na primere, pri katerih telesu niti ne dovajamo niti ne odvajamo
toplote.

Deformacijsko energijo, ki se nalozi v enoti prostornine, imenujemo
specificna deformacijska energija ali gostota deformacijske energije in
jo ozna¢imo z

dD
D =—. 1.29
T (1.29)
V primeru prostorskega napetostnega in deformacijskega stanja dolo-
¢imo prirastek specificne deformacijske energije s posplositvijo enacbe

(1.15), ki smo jo izpeljali v Uvodu v energijske metode.
= Z Zgij deij - (1.30)
(2N

Pri elasticnem materialu, kjer je zveza med napetostmi in deforma-
cijami enoli¢na, je prirastek specificne deformacijske energije totalni
diferencial funkcije Z(g;;).

d9 = ZZ P dsm . (1.31)



1.2 Deformacijska energija elasticnega telesa

S primerjavo enacb (1.30) in (1.31) lahko ugotovimo, da pri elasticnem
telesu obstoji enoli¢na, zvezno odvedljiva funkcija stanja Z(g;;), za

katero velja
09

Ogij

Za ilustracijo zapiSimo specificno deformacijsko energijo linearno ela-
sticnega telesa

(€aa +Eyy + 5zz)2 .
(1.33)
7 odvajanjem funkcije ¥ se brez tezav prepricamo, da so odvodi po

A
.@:u(692”+€§y+&:§z+€iy+siz+€§x)+§

deformacijah enaki ustreznim komponentam tenzorja napetosti.

Celotno specificno deformacijsko energijo, ki se nakopic¢i v telesu med
prehodom iz nedeformiranega stanja B (g;; = 0) v deformirano stanje
B’ opisano z deformacijami ¢;;, dolo¢imo z integralom

€ij

0 i

Ker so deformacije €;; funkcije koordinat z, y, z, je tudi specificna de-
formacijska energija funkcija tocke

P =9D(x,y,2). (1.35)

Celotno deformacijsko energijo deformiranega telesa sedaj izracunamo
tako, da specificno deformacijsko energijo integriramo po obmocju 7,
ki ga telo zavzema v prostoru

4 vo b7

Izracunajmo specificno deformacijsko energijo v poljubni tocki linearno
elasti¢nega telesa. Omejimo se na izotermni primer (AT = 0), vstavimo

8



1.2 Deformacijska energija elasticnega telesa

prvo od konstitucijskih zvez (1.6) v enacbo (1.34)

€ij
o ¢

in po mnozenju dobimo

9 = 2#/ ZZgz‘jdgij +A/$f ZZ 0ijdEij - (1.38)
o ¢ J 0 i
Iz druge od enacb (1.7) sledi
T g

zato lahko drugi ¢len na desni strani enacbe (1.38) zapisemo v odvisnosti
od prve invariante deformacij

€ij IT
o ' J 0

Pri tem je I7 prva invarianta kon¢nega deformiranega stanja, opisanega
z deformacijami €;;. Po integriranju sledi

A
9D =u ZZ €ij€i5 + 5 (115)2 . (1.41)
(2

S preoblikovanjem vsote kvadratov deformacijskih komponent in z
upostevanjem definicij prve in druge invariante deformacijskega ten-

zorja t
2 2 2 2 2 2
E E €ij€ij =Cgg T Eyy t €2, T 2€xy + 2€yz + 27,
(]

2
= (gmx + gyy + gzz) -
2 2 2
2 (Excyy + EyyCez + Eozban — oy — €y — Erg)

= (I5)* =215 >0 (1.42)

T Glej ucbenik: Srpci¢, Mehanika trdnih teles, enacbi (1.182) in (1.183).



1.2 Deformacijska energija elasticnega telesa

lahko enacbo (1.41) zapisemo takole
1
9 =5 2n+2) (I5)? — 2ul5 . (1.43)

Ugotovitev, da je specificna deformacijska energija invariantna koli¢ina,
je logicna, saj njena vrednost ne more biti odvisna od izbire koordinat-
nega sistema.

Se enkrat se vrnimo k enacbi (1.41) in jo ob upostevanju prve od kon-
stitucijskih enacb (1.6) ter definicije (1.7) zapisimo nekoliko drugace

9 = % 2> Y eijeiy + AL Zz€ij5ij]
L T i

- % ZZ (2uei; + Midi5) 52‘3‘]
L 2 J
9 = %ZZ%‘ €ij (14)
j

i

Ko govorimo o deformacijski energiji, ne smemo pozabiti, da je ta pri
elasticnem telesu enaka mehanskemu delu, ki je bilo porabljeno pri de-
formiranju telesa. V nadaljevanju si oglejmo, kolikSen del specificnega
deformacijskega dela je bil porabljen za spremembo prostornine in ko-
likSen za spremembo oblike elementarnega dela telesa v bliznji okolici
obravnavanega delca. V ena¢bo (1.44) vstavimo zvezi (1.10) in (1.11)

1 1
7 = 9 Zz: ZJ: (o705 + s45) (56\/5@- + dij) (1.45)

in po mnozenju dobimo

1 1
9 :6 aley % Ej 0ij0i; + 68\/ % Ej Si;0i+
1 1
B o EZ Ej dz‘j(sz‘j + B EZ Ej Sijdij . (1'46)
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1.2 Deformacijska energija elasticnega telesa

Pri tem je
;;%@j =3

Zzsijaﬁ —I;=0
i

Y dijoyy =11 =0
v g

Z Z sijdij = QMZ Z dijdi; = 2 (I — 4l = —apIs.
i i

Upostevali smo, da sta prvi invarianti deviatori¢nih delov napetostnega

(1.47)

in deformacijskega tenzorja enaki ni¢ (I§ = I¢ = 0). Enacba (1.41) se
s tem glasi
1
P = §UH5V — 2uld (1.48)

Kakor vidimo, je celotno specificno deformacijsko delo delca sestavlje-
no iz dveh delov. Prvi del predstavlja specificno deformacijsko delo,
ki ga hidrostaticne napetosti opravijo pri specificni spremembi pro-
stornine. Drugi del pa predstavlja specificno deformacijsko delo, ki
ga deviatori¢ne napetosti opravijo pri spremembi oblike elementarnega
dela telesa. Zato prvega od omenjenih delov imenujemo hidrostaticno
specifiéno deformacijsko delo 2" | drugega pa preoblikovalno specifiéno
deformacijsko delo 2°
L g K ,

gHziO' 5\/:?5‘/

9" = —ould

2 =9 + 97 (1.49)

ODb upostevanju cetrte od enacb (1.47) lahko preoblikovalni del speci-
ficnega deformacijskega dela zapisemo tudi v odvisnosti od druge in-
variante deviatoricnega dela napetostnega tenzorja

1
75— 1.50
o2 (1.50)

11



1.3 Dopolnilna deformacijska energija elasticnega telesa

Z I5 pa smo v poglavju o pogojih za zacetek plasticnega tecenja izrazili
Misesov pogoj. Ob upostevanju zvez (1.49) in (1.50) lahko sedaj
Misesovemu pogoju najdemo razvidnejsi fizikalni pomen: do zacetka
plasticnega tecenja pride tedaj, ko preoblikovalni del specificnega de-
formacijskega dela doseze doloceno, od materiala odvisno vrednost.

1.3 Dopolnilna deformacijska energija elasticnega telesa

V dosedanjem proucevanju energijskih razmer v elasticnem trdnem
telesu smo kot neodvisne spremenljivke vpeljali komponente tenzorja
majhnih deformacij €;; in ugotavljali, kolikSna notranja energija se
nalozi v telesu pri prehodu iz zacetnega nedeformiranega stanja v
kon¢no deformirano stanje. V tem razdelku uberemo drugo pot in kot
neodvisne spremenljivke izberemo komponente napetosti o;;. Deforma-
cijsko energijo, ki se nalozi v elasticnem telesu med tem, ko se napetosti
od zacetnega neobtezenega stanja povecajo do koncnega napetostnega
stanja, imenujemo dopolnilna ali komplementarna deformacijska ener-
gija in jo za razliko od deformacijske energije D oznac¢imo z D*.

Dopolnilno deformacijsko energijo, ki se nalozi v enoti prostornine,
imenujemo specificna dopolnilna deformacijska energija ali gostota
dopolnilne deformacijske energije 2*

dD*
= 1.51
9 o (1.51)

Nadaljujemo podobno kot v prejSnjem razdelku in zapiSemo prirastek
specificne dopolnilne deformacijske energije za primer prostorskega
napetostnega in deformacijskega stanja

J

i

Pri elasticnem materialu, kjer je zveza med napetostmi in deforma-
cijami enoli¢na, je prirastek specificne deformacijske energije totalni

12



1.3 Dopolnilna deformacijska energija elasticnega telesa

diferencial funkcije Z*(o;;).
. o0y*
A2 :ZZ %dgij. (1.53)
i ~

To pomeni, da lahko pri elasticnem telesu najdemo enoli¢no, zvezno
odvedljivo funkcija stanja 2*(c), za katero velja

07

9g i

Kot primer navedimo specificno dopolnilno energijo linearno elasticne
snovi

1+v

2F
v

2F

D =

2 2 2 2 2 2
(Jxm + Oyy + < + Ozy + Oyz + Uza:) -

(Opz + 0yy + UZZ)Q . (1.55)

Odvodi funkcije 2* po napetostih so oc¢itno enaki ustreznim kompo-
nentam ¢;; tenzorja majhnih deformacij.

Specificno dopolnilno deformacijsko energijo, ki se nakopici v telesu med
prehodom iz neobtezZenega stanja o;; = 0 v konéno mehansko stanje,
opisano z napetostmi o;;, dolo¢imo z integralom

7" = / SN eijdais (1.56)
0 iJ

celotno dopolnilno deformacijsko energijo obtezenega telesa pa izracu-
namo tako, da specificno dopolnilno deformacijsko energijo integriramo
po obmocju ¥

4 vo b

13



1.4 Posplosene sile in posploseni pomaiki

Specificno dopolnilno deformacijsko energijo v poljubni tocki linearno
elasti¢nega telesa dolo¢imo tako, da v enacbo(1.56) vstavimo drugo
od konstitucijskih zvez (1.6) pri AT = 0 in na podoben nacin kot v
prejsnjem razdelku po krajsi izpeljavi dobimo

1

_ 1+v
- 2F

78 (I7)? — 15 (1.58)
Prav tako lahko hitro pokazemo, da je pri linearno elasti¢ni snovi
specificna dopolnilna deformacijska energija delca enaka njegovi speci-
ficni deformacijski energiji, enakost pa velja tudi med celotno dopolnilno
deformacijsko energijo in celotno deformacijsko energijo telesa

D=9

- D*=D.

Izpeljavo enacb (1.58) in (1.59) kakor tudi dokaz enakosti izpeljanih
izrazov (1.43) za specificno deformacijsko energijo in (1.58) za njeno
dopolnilno vrednost prepuscamo skrbnemu bralcu.

1.4 Posplosene sile in posplosSeni pomiki

V enacbi (1.44) smo specificno deformacijsko energijo 2, ki se nalozi
v enoti prostornine linearno elasticnega telesa, izrazili s kon¢no dose-
zenimi napetostmi in deformacijami. Celotno deformacijsko energijo
telesa D izracunamo z integriranjem specificne deformacijske energije
po obmocju, ki ga telo zavzema v prostoru. V nadaljevanju si oglej-
mo, kako celotno deformacijsko energijo telesa izrazimo neposredno z
zunanjo specificno povrsinsko obtezbo p,, in specificno prostorninsko
obtezbo v. Nalogo obc¢utno skrajSamo z zapisom nastopajocih izrazov
v vektorski obliki. V ta namen najprej v vektorski obliki zapiSimo
enacbo (1.44)

1
9 = 5201'5@'- (1.60)
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1.4 Posplosene sile in posploseni pomaiki

Da je zapis pravilen, se hitro prepricamo ob upostevanju definicij koor-
dinatnih vektorjev napetosti in deformacij

g, = Zaijej in E; = Zsikek . (161)
J k
Po vstavitvi v enac¢bo (1.60) namre¢ sledi

9 = %ZZO’H Zeikejek. (1.62)
J k

i

Ker je ejer, = 01 in E €ik0jk = €45 , dobimo
k

1 1
9 = 522013 Zgikajk = EZZO’M&‘M. (163)
1 i k i j
Celotna deformacijska energija telesa je sedaj

1
A

Upostevamo, da zunanja obtezba in napetosti zadoScajo ravnoteznim

pogojem
v Zaai tv=0 (1.65)
Zai xe =0 (i =umz,y,2) (1.66)
S Pn = Za’i €ni (1.67)

pomiki, deformacije in zasuki pa so povezani s kinemati¢no enacbo

ou

Vo oz,

=g, +twxe;. (1.68)
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1.4 Posplosene sile in posploseni pomaiki

Ta kinemati¢ni pogoj upostevamo v enacbi (1.64) in dobimo
/Za’z V——/Za’z w X €;) ) (1.69)

Prvi integral na desni strani gornje enacbe preoblikujemo v skladu s
pravilom za odvod produkta

ou 0
[Sograv=[3 5 o
v 0 v 0

v drugem pa zamenjamo vrstni red faktorjev in ob upostevanju ravno-

) dV — /Za"zudv, (1.70)

teznega pogoja (1.66) dobimo

/Za’i(wxei) dV:—/wZaixeidV:O. (1.71)
4 .

W (3

Enacba (1.69) se s tem glasi
D= — (oju) dV — - av, 1.72
[ S e a5 [3 57 (72
vt vt
Z Gaussovim integralskim izrekom

]{ZP eni dS = /Z aa:z (1.73)

prevedemo prvi integral na desni strani enacbe (1.72) na integral po
mejni ploskvi .7

/Z aii (o7u) dV = fz (oiu) eni dS = fzaiemuds. (1.74)
v ! R P

Ob upostevanju ravnoteznih pogojev (1.65) in (1.67) lahko sedaj enacbo

(1.72) zapiSemo v naslednji obliki

1 1
D = 5}[pnud5—|—§/vudV, (1.75)
7 v
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1.4 Posplosene sile in posploseni pomaiki

Dobljeno enac¢bo lahko Se nadalje preoblikujemo v prirocnejso obliko za
prakticno delo, in sicer z naslednjim razmislekom: specificna povrsinska
obtezba p, (z, y, z) vkljucuje vse sile, ki delujejo na mejno ploskev telesa
/. Ta obtezba je na razlicne nacine porazdeljena po povrsini telesa.
Pogosti so primeri, ko je del povrsinske obtezbe z relativno veliko in-
tenziteto porazdeljen po razmeroma majhnem delu povrsine telesa. Za
tovrstne obtezbe je smiselno vpeljati racunska modela tockovne sile ali
tockovne dvojice. Celotno obtezbo mejne ploskve lahko torej sestavimo
iz dolocenega stevila tockovnih sil P; in tockovnih dvojic M ter iz
tistega dela povrsinske obtezbe p,,, ki je porazdeljen po vecjih delih
povrsine in ga torej ni mogoce z?iovoljénjo natanc¢nostjo nadomestiti s
tockovnimi silami in dvojicami.

p. UP;UM; =p, (J:1,2,...). (176)

Z oznako D za tisti del deformacijskega dela, ki ga opravita porazdeljena
specificna povrsinska obtezba p,, in specificna prostorninska obtezba v

D

1 1
5]{ pn udS + 5/ vudV, (1.77)
7 v

lahko celotno deformacijsko energijo telesa D zapiSemo na naslednji
nacin

[

1 1
D:D+§Z]:PJuJ+§zJ:MJwJ. (1.78)

Pri tem sta torej Py in M ; tockovna sila in tockovna dvojica, ki delu-
jeta v tocki J, z uy in wy pa smo oznacili vektor pomika in vektor zasuka
iste tocke J. V kartezijskem koordinatnem sistemu z bazo e, e,, e,
jih zapiSemo z vsotami

P, =) Ple M;=> Me,

7
uy; = E u;]ei wy = E w;’ei
i i

(i=xy,2z,J=1,2,...)

(1.79)
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1.4 Posplosene sile in posploseni pomaiki

S skalarnimi komponentami vektorjev Py, M, u; in w; zapiSemo
enacbo (1.78) takole

D:Q—I—%ZZP{TU%}—}—%ZZM{TLUZJ (i==x9,2J=1,2,...)
J i J i

(1.80)
Kakor vidimo, gre za razmeroma neroden in nepregleden zapis, ki pa ga
lahko ob¢utno poenostavimo z uvedbo tako imenovanih posplosenih sil
in posplosenih pomikov. Pri tem vpeljemo enotno oznako P; za posplo-
Sene sile, ki vkljucujejo tako tockovne sile v ozjem pomenu besede, kakor
tudi tockovne dvojice. Prav tako vpeljemo enotno oznako w; za po-
splosene pomike, ki vkljucujejo tako translacijske kakor tudi rotacijske
stopnje prostosti, torej komponente pomikov in komponente zasukov.

Slika 1.2

Uporaba zapisov z uporabo posplosenih sil in posplosenih pomikov je
Se posebej ugodna pri izpeljavi algoritmov in sestavljanju racunalniskih
programov za numeri¢no analizo problemov konstrukcijske mehanike.
V rabi so razlicni nacini za osSteviléenje posplosenih sil in posplosenih
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1.5 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

pomikov. Zelo zanesljiv in nedvoumen nacin je, da v doloc¢enem smisel-
nem zaporedju oznacimo vse tocke mejne ploskve, v katerih na telo delu-
jejo tockovne sile in dvojice, nato pa v vsaki obravnavani tocki telesa
kot posplosene sile vpeljemo vse mozne komponente sil in dvojic, kot
posplosene pomike pa ustrezne komponente pomikov in zasukov glede
na skupni nepremicni koordinatni sistem. V splosnem prostorskem
primeru imamo torej v vsaki obravnavani tocki po Sest posplosenih
sil in Sest posplosenih pomikov, njihove oznake pa si sledijo glede na
zaporedje oznak obravnavanih tock (slika 1.2). Pri ravninskih ali li-
nijskih racunskih modelih trdnih teles se Stevilo moznih posplosenih sil
oziroma pomikov ustrezno zmanjsa. Kakor sledi iz enacbe (1.80) in slike
1.2, je pri tem treba skrbno paziti le na to, da se oznake posplosenih
sil in posplosenih pomikov ujemajo tako po prijemaliscih kakor tudi po
smereh delovanja. Prednost opisanega nacina vpeljave in oznacevanja
posplosenih sil in posplosenih pomikov je tudi v tem, da omogoca pre-
prosto vkljucitev pomikov zanimivih neobtezenih tock telesa v mehan-
sko analizo, kar dosezemo zgolj s tem, da za posplosene sile v takih
tockah predpisemo vrednosti nic.

Izraz (1.78) za celotno deformacijsko energijo linearno elasti¢nega telesa
preide s tem v zelo preprosto obliko

1 n
D:Q+§ZPM, (1.81)

kjer je n skupno stevilo posploSenih sil oziroma posplosenih pomikov.

1.5 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

V razdelkih 1.1 do 1.4 smo se ukvarjali z realnimi fizikalnimi
kolicinami, ki jih lahko vsaj posredno tudi izmerimo. V nadaljeva-
nju pa bomo spoznali dve novi koli¢ini, ki ju imenujemo virtualno
delo in dopolnilno virtualno delo. Dejansko gre pri tem zgolj za for-
malni matematicni koli¢ini, ki pa ju izracunamo podobno kot mehansko
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1.5 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

delo oziroma deformacijsko energijo pri medsebojno neodvisnih silah in
pomikih. Obe omenjeni koli¢ini in z njima povezani izreki predstav-
ljajo uc¢inkovito matematicno orodje za reSevanje prakticnih problemov
konstrukcijske mehanike.

Vzemimo, da je trdno telo na obmocju ¥ obtezeno s specificno
prostorninsko obtezbo v, na delu mejne ploskve ., pa s specificno
povrsinsko obtezbo p,, (slika 1.1). Napetosti o7, ki se zaradi te obtezbe
pojavijo v telesu, naj bodo stati¢no dopustne; to pomeni, da zadoscajo
ravnoteznim pogojem (1.3)

do;
Vo ! =0
230
Zei xoi=0 (i=xy,2). (1.82)
yp : PnZZUz‘em

Zaradi delovanja zunanje obtezbe se telo deformira. Pomiki u, zasuki w
in deformacije €;, ki opisujejo deformiranje telesa, naj bodo kinematicno
dopustni; to pomeni, da zados¢ajo kinemati¢nim pogojem (1.5)

ou
Vo ) =¢g;,tw;, =€, +w Xe;

i (i=wzy9,2) (1.83)
Fu u=u" (w=w")

S tem smo vzeli, da se je telo po obtezitvi z zunanjo obtezbo umirilo
v ustrezni ravnotezni legi, ki pa se v skladu s predpostavko o majhnih
deformacijah v geometrijskem pogledu le malo razlikuje od nedeformi-
rane zacetne oblike telesa. Sedaj pa vzemimo, da se dejanski pomiki
telesa nekoliko spremenijo. To navidezno (virtualno) spremembo polja
pomikov ozna¢imo z du in jo imenujemo virtualni pomik. Za virtualne
pomike du in pripadajoce virtualne zasuke dw ter virtualne deformacije
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1.5 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

de; zahtevamo, da ustrezajo enakim kinemati¢nim pogojem kot dejan-
ski pomiki, zasuki in deformacije

VAR géu:56i+5eri
@i (i=2,9,2)  (184)
S - ou =0,

le na delu mejne ploskve .7, kjer so pomiki predpisani, morajo biti
virtualni pomiki enaki ni¢. Seveda to tudi pomeni, da morajo biti vir-
tualni pomiki dovolj majhni, da so zadoScene predpostavke o majhnih
deformacijah, ob katerih smo izpeljali kinematiéne enacbe (1.83). V
vseh drugih pogledih pa so virtualni pomiki poljubni in prepusceni nasi
izbiri, torej tudi povsem neodvisni od dejanske zunanje obtezbe. V
jeziku variacijskega racuna opredelimo virtualne pomike kot linearni
del poljubne mozne spremembe deformirane konfiguracije telesa.

Ker so virtualni pomiki neodvisni od dejanske obtezbe telesa, lahko
dolo¢imo navidezno (virtualno) delo, ki ga dejanska zunanja obtezba
opravi na virtualnih pomikih, skladno z definicijo mehanskega dela kon-
stantne sile na od te sile neodvisnem pomiku. To delo imenujemo vir-
tualno delo zunanjih sil in ga oznacimo z W

oW = /pnéudS—l—/véudV. (1.85)
Z, v

Ker je virtualni pomik na delu mejne ploskve .7, enak ni¢, lahko na
desni strani enacbe (1.85) brez posledic pristejemo integral virtualnega
dela po .7,

W = /pndud5+/pn5ud5+/vdudv. (1.86)
<

" L v

Vsota prvih dveh integralov predstavlja integral virtualnega dela po
celotni sklenjeni mejni ploskvi telesa .7

oW = j{pnéudS—}- /véudV. (1.87)
S Vv
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1.5 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

Ob upostevanju robnega pogoja na povrsini telesa lahko prvi integral
na desni strani izrazimo z napetostmi in po preureditvi dobimo

% )

v

Z uporabo Gaussovega integralskega izreka

jfZP eni dS = /Z 8% (1.89)

prevedemo integral po sklenjeni mejni ploskvi .¥ na integral po pro-
storskem obmocju ¥, ki ga ograjuje ploskev .

d
SW = /267 (o; 0u) dV+/v5udV (1.90)
41/ 3

v

Izraz v oklepaju odvajamo kot produkt in po ureditvi dobimo

Jo; 85u
5W_/ (Z Ta. +v) (5udV+/Z G (1.91)
,7/ 7

V skladu s prvim od ravnoteznih pogojev (1.82) je prvi integral v enacbi
(1.91) enak ni¢, drugega pa ob upostevanju kinemati¢nega pogoja (1.84)
za virtualne pomike zapisemo takole

v ot vt

Ce v mesanem produktu, ki nastopa v drugem integralu, zamenjamo
prvi in drugi, nato pa Se drugi in tretji vektor, dobimo

Zai(éwxei)zéwZeixa’i:(). (193)
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1.6 Izrek o virtualnih silah (izrek o dopolnilnem virtualnem delu)

Pri tem smo upostevali Se drugega od ravnoteznih pogojev (1.82). V
enacbi (1.92) nam torej ostane le prvi integral, ki predstavlja virtualno
delo dejanskih napetosti na virtualnih deformacijah. Imenujemo ga
virtualno delo notranjih sil in ga oznaé¢imo z 6D

& 7

Iz primerjave enacb (1.85), (1.92) in (1.94) sledi izrek o virtualnih
pomikih oziroma izrek o virtualnem delu, ki pove, da je v ravnoteznem
stanju telesa pri kinematicno dopustnih virtualnih pomikih virtualno
delo zunanjih sil enako virtualnemu delu notranjih sil

SW =6D. (1.95)

Za prakticno delo v mehaniki je bolj koristna naslednja oblika izreka o
virtualnih pomikih:

Ce je pri kinemati¢no dopustnih virtualnih pomikih telesa virtualno delo
zunangih sil enako virtualnemu delu notrangih sil, je telo v ravnotezZju.

Izrek o virtualnem delu torej predstavlja drugacen zapis ravnoteznih
enach. Glede na to, da so ravnotezne enacbe v svoji izvorni obliki
parcialne diferencialne enacbe, je zapis v obliki izreka o virtualnem
delu pogosto znatno bolj ugoden.

1.6 Izrek o virtualnih silah (izrek o dopolnilnem virtualnem
delu)

Izhodisce za izpeljavo izreka o virtualnih silah je ravnotezno stanje
telesa, kakrsno smo definirali na zacetku prejsnjega razdelka. Pri tem
poudarimo, da pripadajo¢i pomiki, zasuki in deformacije zadoscajo
kinemati¢nim pogojem.

Sedaj pa vzemimo, da telo navidezno dodatno obtezimo s poljubno
specificno prostorninsko obtezbo dv in s poljubno specificno povrsinsko
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1.6 Izrek o virtualnih silah (izrek o dopolnilnem virtualnem delu)

obtezbo dp,. To obtezbo imenujemo virtualna obtezba in je povsem
neodvisna od dejanske obtezbe telesa. Zahtevamo le, da je virtualna
obtezba staticno dopustna. To pomeni, da virtualna obtezba in pri-
padajoce napetosti do; zados¢ajo ravnoteznim pogojem

650’1 .
v o D +dv=0 in Zeixéaizo
‘ ’ (1.96)
S Zéa’iemzépn (i=1,2,...,n).

Delo, ki ga virtualna obtezba opravi na dejanskih pomikih, imenu-
jemo dopolnilno ali komplementarno virtualno delo zunanjih sil in ga
oznac¢imo z 6W*

W™ = jI{(SpnudS—F /(5vudV. (1.97)
7 4

Ob upostevanju robnega pogoja na povrsini telesa lahko prvi integral na
desni strani izrazimo z virtualnimi napetostmi in po preureditvi dobimo

W™ = ]{Zéaiuem dS+/5vudV. (1.98)
7 1 v

Z uporabo Gaussovega integralskega izreka prevedemo integral po skle-
njeni mejni ploskvi .# na integral po prostorskem obmocju ¥

\ d
SW* = /Zaxi (60 u) dV+/6vudV. (1.99)
vt v

Izraz v oklepaju odvajamo kot produkt in po ureditvi dobimo

. ddo; ou
SW _/<Z 7. +5v> udV—I—/Zéaza—xidV. (1.100)
4 ¢ vt
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1.6 Izrek o virtualnih silah (izrek o dopolnilnem virtualnem delu)

V skladu s prvim od ravnoteznih pogojev (1.96) je prvi integral v enacbi
(1.100) enak ni¢, drugega pa ob upoStevanju kinemati¢nega pogoja
(1.83) zapisemo takole

j— /Zsiéai v + /250'1- (w x &) dV . (1.101)

v ot v

Mesani produkt v drugem integralu je, podobno kakor v prejsSnjem
razdelku, enak ni¢. Ostane nam torej le prvi integral, ki predstavlja delo
virtualnih napetosti na dejanskih deformacijah. Imenujemo ga dopol-
nilno ali komplementarno virtualno delo notranjih sil in ga ozna¢imo z

§D*
oD* = /Zsiéai dv . (1.102)
e 7

Iz primerjave enacb (1.97), (1.101) in (1.102) sledi izrek o virtualnih
silah oziroma izrek o dopolnilnem delu, ki pove, da je pri kinematic¢no
dopustnih dejanskih pomikih in stati¢no dopustni virtualni obtezbi
dopolnilno virtualno delo zunanjih sil enako dopolnilnemu virtualnemu

delu notranjih sil
SW* = 6D*. (1.103)

Za prakticno delo v mehaniki je bolj koristna naslednja oblika izreka o
virtualnih silah:

Ce je pri staticno dopustni virtualni obtezbi telesa dopolnilno virtualno
delo zunanjih sil enako dopolnilnemu virtualnemu delu notranjih sil, so
1zpolnjeni kinematicni pogoyi.

Izrek o dopolnilnem virtualnem delu torej predstavlja drugacen zapis
kinematic¢nih enac¢b. Glede na to, da so kinemati¢ne enacbe v svoji
izvorni obliki parcialne diferencialne enacbe, je zapis v obliki izreka o
dopolnilnem virtualnem delu pogosto znatno bolj ugoden. Kakor se bo
izkazalo v nadaljevanju, predstavlja izrek o virtualnih silah ucinkovito
orodje za dolocanje pomikov in zasukov diskretnih tock telesa.
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1.7 Doloc¢ange pomikov in zasukov z izrekom o virtualnih silah

1.7 Dolocanje pomikov in zasukov z izrekom o virtualnih silah

V okviru omejitve (1.96) lahko virtualno obtezbo izberemo povsem
poljubno. Seveda je umestno izbrati virtualno obtezbo tako, da z njo
na ¢im bolj preprost nacin dolo¢imo pomike in zasuke posameznih tock
telesa. Zato dosledno vzamemo, da je virtualna prostorninska obtezba
enaka ni¢, virtualno obtezbo mejne ploskve telesa . pa sestavimo zgolj
iz virtualnih tockovnih sil P; in virtualnih tockovnih dvojic dM;

v . ov=0

(1.104)
S 0P; UM, =6p, (i=1,2,...,n).

Pri tem smo vpeljali poenostavljen nac¢in oznacevanja prijemalis¢ virtu-
alnih sil in dvojic kar z zaporednimi naravnimi stevili¢ (i =1,2,...,n).

Slika 1.3

Oznaka 0P; oziroma dM; tako pomeni, da virtualna sila in virtualna
dvojica delujeta v tocki i. Enako logiko oznacevanja uporabimo za
pomike in zasuke, tako da sta u; in w; pomik in zasuk, ki ju dejanska
zunanja obtezba povzroci v tocki i. S tem lahko dopolnilno virtualno
delo zunanjih sil zapisemo takole
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1.7 Doloc¢ange pomikov in zasukov z izrekom o virtualnih silah

Naj bo naloga zastavljena takole: v tocki ¢ telesa B je treba dolociti
pomik u; v smeri enotskega vektorja e, v tocki j pa zasuk w; okoli osi,
dolocene z enotskim vektorjem e, (slika 1.3).

Resevanja se lotimo tako, da v tocki ¢ obtezimo telo z virtualno silo
0P;, ki se po smeri ujema z enotskim vektorjem e,, v tocki j pa z
virtualno dvojico M, ki ima smer enotskega vektorja e,,. Ce z 6P,
in dM; oznacimo velikosti vektorjev dP; in M, lahko ta dva vektorja

zapisemo takole

(1.106)
5Mj = 5MJ ey, .

Dopolnilno virtualno delo, ki ga virtualna zunanja obtezba opravi na
dejanskih pomikih in zasukih, je tedaj

W™ = uzsz + (.djtij = uieuéPi + (.«.Jjew(ij . (1107)

Skalarna produkta u,e, in wje, predstavljata projekciji vektorjev u;
in w; na smeri e, in e, torej ravno iskani pomik in zasuk tock i in j

HiGu =t (1.108)
wie, = wj. '

Dopolnilno virtualno delo zunanjih sil lahko sedaj zapiSemo v skalarni
obliki

in ob upostevanju izreka o virtualnih silah dobimo
SW* = §D* — u; 6P + wj dM; = §D* . (1.110)
Virtualni obtezbi § P; in 0 M; lahko izberemo poljubno, na primer takole
0P, =1, 0M; =0
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1.8 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

in iz enacbe (1.110) sledi
u; = 6D*(6P; =1, 6M; =0). (1.111)

7 izbiro
0P, =0, 0M; =1

pa dobimo
wj =6D*(6P; =0, 5M; =1). (1.112)

Tako smo prisli do zelo preprostega pravila: pomik obravnavane tocke
telesa v predpisani smeri dolo¢imo tako, da telo v obravnavani tocki
obtezimo z enotsko virtualno silo v izbrani smeri in izracunamo pri-
padajoée dopolnilno virtualno delo notranjih sil §D*. Iskani pomik je
po vrednosti kar enak dopolnilnemu virtualnemu delu, ki ga napetosti
zaradi enotske virtualne obtezbe opravijo na dejanskih deformacijah
telesa. Podobno ravnamo, ce je treba v obravnavani tocki telesa dolociti
zasuk okrog predpisane smeri v prostoru: tocko obtezimo z enotsko vir-
tualno dvojico v izbrani smeri in iskani zasuk izracunamo kot dopol-
nilno virtualno delo, ki ga pripadajoce virtualne napetosti opravijo na
dejanskih deformacijah telesa.

1.8 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca
pri upogibu z osno silo

Kakor smo pokazali v prejsSnjem razdelku, je racunski postopek
za dolocanje pomikov in zasukov posameznih tock telesa osredotocen
na rac¢unanje dopolnilnega virtualnega dela § D* pri premisljeno izbrani
enotski virtualni obtezbi. Skalarni zapis enacbe (1.102)

vyt

pokaze, da moramo dolociti deformacije ¢;;, ki ustrezajo dejanski zu-
nanji obtezbi, ter napetosti do;;, ki pripadajo virtualni obtezbi telesa.
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1.8 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

Pri linijskem elementu je dolocanje dopolnilnega virtualnega dela no-
tranjih sil razmeroma preprosto, saj je v skladu z osnovnimi pred-
postavkami le deformacijska komponenta €., razlicna od ni¢. V vsoti
na desni strani enac¢be (1.113) nam torej od devetih ostane en sam ¢len

§D* = / E2000p0 AV (1.114)
v

V poglavju Upogib ravnega nosilca z osno silot smo izpeljali enacbo za
dolocanje vzdolzne normalne napetosti o,

= —2 — Y. 1.115
o i Y I +z I, ( )
Upostevajo¢ Hookov zakon o,, = Fe,, dolo¢imo deformacijo €., z
enacbho N M M
Oxx T z Y
B = — , 1.116
c E B4, YEL T7EIL (1.116)
virtualne napetosti do,, pa analogno z enacbo (1.115)
0N, oM, oM,
80py = —— —y +2 2. (1.117)

A, L 7,

Pri linijskem nosilcu lahko trojni integral po prostorskem obmocju 7,
ki nastopa v enacbi (1.114), izra¢unamo tako, da najprej integriramo
po preCnem prerezu %7,, nato pa Se po dolzini elementa [. Upostevamo,
da je dV = dA,dx in dobimo

§D* =

l
N, M.,  M,\ (6N, OM, &M,
_ . dA,dz .
//(EA;E yEIZ+ZEIy)(Ax YR ) v
0 o,

(1.118)

T Glej knjigo Srpci¢, Mehanika trdnih teles, Ljubljana, 2003, str. 521.
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1.8 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

Notranje sile zaradi dejanske in zaradi virtualne obtezbe so funkcije
koordinate x, zato se pri integriranju po precnem prerezu 7, obnasajo
kot konstante. Zato lahko enacbo (1.118) zapisemo takole

l
_ N,6N MM, + M.SM
sD* = 200 [ ga, — w0 TR0y dA,—
/ EA? B, vz
0 ol A
N,6M. + M.SN, N,6M, + M,N,
T z z T dAx T Y Y T dAx
EA,IL / yele T AT, Fdlatt
oy ,
MM, [ MM, |
0y A, + 220 A, | dz. 1.11
B2 / 2 dA; + ol / y-d dx (1.119)
Ay A,

V poglavju Upogib ravnega nosilca z osno silot smo vpeljali oznake za
geometrijske karakteristike precnega prereza .7,

A, = / dA, ... plosc¢ina pre¢nega prereza o7,
A

Sy = / zdA, ... stati¢ni moment pre¢nega prereza
o, o, glede na os y

S, = / ydA, ... stati¢ni moment precnega prereza
o, o, glede na os z

I,, = / 22dA, ... vztrajnostni moment precnega
o, prereza <7, glede na os y

1., = / y*dA, ... vztrajnostni moment precnega
o, prereza <7, glede na os z

I,, =— / yzdA, ... deviacijski vztrajnostni moment

preCnega prereza 7, .

x

T Glej knjigo Srpci¢, Mehanika trdnih teles, Ljubljana, 2003, str. 518-519.
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1.8 Metoda Vere$cagina

Lokalni koordinatni sistem obravnavanega linijskega elementa lahko
vedno izberemo tako, da sta osi y in z teziS¢ni in glavni vztrajnost-
ni osi pre¢nega prereza 7,. Tedaj je S, =S, = 0in [, = 0 in iz
enacbe (1.119) sledi

l

_ N,SN, M,0M, M.oM
D* = T 7 vy Y e ) 1.12
J /( FA. + FI, + FL )dx (1.120)

Dobili smo zelo preprosto pravilo za racunanje dopolnilnega virtualnega
dela notranjih sil: doloc¢iti moramo produkte osnih sil in upogibnih mo-
mentov zaradi dejanske in zaradi virtualne obtezbe, jih reducirati s to-
gostnimi karakteristikami in jih integrirati po celotni dolzini nosilca. Ce
imamo opraviti s sestavljeno linijsko konstrukcijo, na primer z okvirjem,
sestavljenim iz n linijskih elementov, izracunamo dopolnilno virtualno
delo notranjih sil za celotno konstrukcijo z vsoto

le

_ o N,6N, M,6M, M.6M

oD = L vy 2720 d 1.121
Zl/( EA, ' EI, ' EL ) “ (1.121)
e= 0

pri ¢emer smo z [. oznacili dolzino linijskega elementa e.

1.8 Metoda Verescagina

Ker za virtualno obtezbo dosledno izbiramo tockovne virtualne sile
in dvojice, so notranje sile 0.N,,, 6 M, in M, vedno odsekoma linearne
funkcije. Integriranje produktov teh funkcij s funkcijami notranjih sil
zaradi dejanske obtezbe N, M, in M, si lahko obcutno olajsamo z
uporabo tako imenovane grafo-analiticne metode Verescagina.

Izracunati je treba integral

Jz/f(x)g(x)dx, (1.122)

a
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1.8 Metoda Vere$cagina

pri ¢emer je f(x) poljubna gladka funkcija na intervalu [a,b], g(x) pa
je poljubna linearna funkcija na tem intervalu (slika 1.4)

g(x) =a+ fz. (1.123)

flz)

Slika 1.4

Integral J je tako
b
J = /f(x) (o + Bx) dez, (1.124)

oziroma, ker sta « in 3 konstanti

b b
Jza/f(x)dﬂ:—kﬂ/xf(:z;)da:. (1.125)

Dobljeno enacho zapiSemo malo drugace

b fba:f(a:) dr
J:/f(x) dr |a+pf 1. (1.126)
a [ f(z)dx

a
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1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

Vpeljemo nove oznake

b fba;f(x)da:
A= [f@yde,  arp=t——— W gry—a+fory,
a [ f(z)dx

pri ¢emer Ay predstavlja ploscino lika, ki ga na intervalu [a, b] doloca
funkcija f(x), x7y je razdalja tezisca omenjenega lika od ordinatne osi,
grs pa je vrednost funkcije g(z) pri z = zpy.

Tako smo prisli do preprostega pravila za izvrednotenje integrala J

b
J = /f(x)g(m) dz — J=A¢rgr¢. (1.127)

Ploséino Ay lika, ki ga doloca funkcija f(z) na intervalu |a,b],
pomnozimo z ordinato grs funkcije g(x) pod tezis¢em omenjenega lika.
V primeru, da je tudi funkcija f linearna, se lahko vlogi obeh funkcij
tudi zamenjata.

Z metodo Verescagina smo pridobili zelo uc¢inkovito orodje za prakticno
racunanje pomikov in zasukov v posameznih tockah linijskih konstruk-
cij.

1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih linijskih konstrukcijah

Uporabo metode sil si oglejmo na primeru preproste dvakrat sta-
ticno nedolocene ravninske linijske okvirne konstrukcije (slika 1.5.a).

V konstrukcijo vpeljemo toliko dodatnih prostostnih stopenj, da posta-
ne staticno dolocena, vendar kinematic¢no stabilna. Ena od neskonc¢no
mnogo moznosti za sprostitev konstrukcije je prikazana na sliki 1.5.b.
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1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah
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Slika 1.11

Ker imamo opraviti z dvakrat staticno nedolo¢eno konstrukcijo, vpe-
ljemo dve sprostitvi: moznost vodoravnega pomika v podpori C in
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1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

upogibni ¢lenek v stiku B. Tako smo dobili tako imenovano staticno
doloceno osnovno konstrukcijo ali delovni sistem. Ta sistem mora biti v
staticnem in kinemati¢nem pogledu enakovreden prvotni konstrukciji.
Staticno enakovrednost smo zagotovili s tem, da smo v tockah C in
B, kjer smo vpeljali sprostitve, obtezili delovni sistem z nadomestnima
zunanjima silama X7 in Xs. S silo X; smo nadomestili vodoravno reak-
cijo, s katero nepomi¢na podpora C deluje na prvotno konstrukcijo in
preprec¢uje vodoravni pomik desnega krajiséa precke BC. Z dvojicama
X9 pa nadomestimo notranji upogibni moment, s katerim v togem stiku
B elementa AB in BC delujeta drug na drugega, in zagotavljata enak
zasuk obeh elementov v tocki B. Nadomestnih sil X7 in X5 zaenkrat
Se ne poznamo. Dolo¢imo ju iz pogojev za kinemati¢no enakovrednost
delovnega sistema in prvotne konstrukcije. V naSem primeru gre za
zahtevi, da mora biti vodoravni pomik nosilca v podpori C enak ni¢ in
da morata biti upogibna zasuka obeh stikajocih se elementov v tocki B
enaka med seboj. Ker se lokalna koordinatna sistema elementov kon-
strukcije ne ujemata med seboj, je ugodno vpeljati skupni ali globalni
koordinatni sistem z bazo e¢, e,, e, v katerem pogoja za kinematicno
enakovrednost zapiSemo z enacbama

Ugc = 0 (1.128)
L D

UJ,',}B - 773 . (1.129)
Z w#B in w?B smo oznacili zasuka okrog globalne osi 7 na “levi” in
“desni” strani stika B. Pogoj (1.128) je oc¢itno kinemati¢ni robni pogoj
za smer £ v nepomicni vrtljivi podpori C. Pogoj (1.129) pa je po svoji
naravi kompatibilnostni pogoj, saj zahteva enolicnost zasuka v tocki B.
Za nadaljnje delo ga je ugodno zapisati v naslednji obliki

whp —whp = Aw,p =0, (1.130)

torej kot zahtevo, da mora biti medsebojni zasuk v stiku B enak nic.
Pogoja (1.128) in (1.130) sestavljata sistem dveh enacb, iz katerih bomo

izracunali neznani nadomestni sili X; in X5. Pomik in oba zasuka, ki
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1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

nastopajo v teh enacbah, bi lahko izracunali z uporabo diferencialne
enacbe za vzdolzni pomik in enacbe upogibnice, ki smo ju izpeljali v
okviru elementarne teorije upogiba. Vendar nam izrek o virtualnih silah
ponuja dosti bolj udobno pot, ki jo bomo spoznali v nadaljevanju. V
ta namen obtezimo osnovno stati¢no dolo¢eno konstrukcijo z virtualno
silo 0 X1 v tocki C in z virtualnima dvojicama 6 X, v stiku B, kakor kaze
slika 1.5.c. Virtualna obtezba je seveda povsem neodvisna od dejanske
obtezbe in nadomestnih sil. Vendar se izkaze, da je ugodno izbrati
virtualne sile tako, da se njihove smeri ujemajo s smermi nadomestnih
sil X7 in X5. Dopolnilno virtualno delo zunanjih sil je tedaj

SW* = uecd X1 + (whp —whp) 6Xs. (1.131)

Upostevali smo, da je dopolnilno virtualno delo, ki ga dvojica dX5
opravi na dejanskem zasuku wf;JB, negativno, saj sta smeri virtualne

dvojice in dejanskega zasuka nasprotni med seboj.
Dopolnilno virtualno delo notranjih sil je v obravnavanem ravninskem

primeru (M, = 0) doloceno z izrazom

2 e
. NN,  M,M,
5D _Z/( At B, )da:, (1.132)

e=1 0

Ob predpostavki, da je konstrukcija linearno elasti¢na, si zapis dopol-
nilnega virtualnega dela znatno olajsamo, ¢e pri dolocitvi notranjih sil
uporabimo zakon superpozicije. Tako osno silo kakor tudi upogibni mo-
ment izrazimo kot vsoto prispevkov dejanske zunanje obtezbe ter obeh
nadomestnih sil

N, = Nm(p) + Nm(Xl) + Nm(X2)

(1.133)
M, = My(p) + My(Xl) + My(X2) )

kjer smo z N, (p) in M,(p) oznagcili skupna prispevka celotne dejanske
zunanje obtezbe k osni sili IV, oziroma upogibnemu momentu M,,.
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1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

V nadaljevanju uporabljamo za omenjena prispevka Se bolj pregledni
oznachi

Nzp = Ny(p) in My, = My,(p). (1.134)

Zapise notranjih sil dodatno poenostavimo z vpeljavo tako imenovanih
normiranih notranjih sil, ki bi nastopile v osnovni staticno doloceni
konstrukciji, ¢e bi jo obtezili z enotsko nadomestno silo X; = 1 oziroma
z enotskima dvojicama X5 =1

Nz = N, (X1 =1) My =M, (X; =1)
) Y Y (1.135)
Nyo =N, (Xo=1) My =M, (Xs =1)
Ker je
Ne(X1) = X1 N, (X1 =1) My(X1)=X1 M, (X; =1)
in
N, (X3)=XoN, (Xy=1) My(X2) =Xo M, (X2 =1),
(1.136)
preideta enacbi (1.133) v pregledno obliko
Nm = pr + Xl le + X2 Nx2
(1.137)

My, = My, + X1 My + Xo M.

Ker smo za virtualni sili 6 X in 6 X5 izbrali enaki smeri kot za X7 in Xo,
lahko podobno kakor dejansko osno silo in dejanski upogibni moment
izrazimo tudi virtualno osno silo in virtualni upogibni moment

6N£IZ = 5X1 le + 5X2 NmQ

_ _ (1.138)
SM, = 6X, My, + 6 X5 My, .

Izraz (1.132) za dopolnilno virtualno delo notranjih sil lahko sedaj
zapiSemo takole
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1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

SD* =
2 e 1
S [ | (o X0 Nt 4 X0 o) (64 Wt 46X o) +
e=1 0 x
1 _ _ _ _
ﬁ (Myp —+ X1 Myl -+ XQ My2> ((3X1 Myl —+ (5X2 My2> dac .
Y

(1.139)

Desno stran enacbe (1.139) uredimo tako, da zberemo vse ¢lene, ki so

pomnozeni z virtualno silo §X;, in vse, ki so pomnozeni z virtualno
dvojico 6 X5. Tako dobimo

l
2 p— -
= lele M 1M 1
§D* =6X, Xlz/< + y)dx+
= FA, Ely
9 le _ _ _
leNm2 MylMy2
Xzzl/< i T i dr +
€=+ 0
9 le _
NwleP MylMyP
Z/( Fa T BT, dr| +
e=1 0
9 le _  _ _
Nx2Nx1 M 2M 1
6X5 Xlz/< + Y y)dx+
p FA, Ely
9 le _
Nm2Nm2 My2My2
Xzzl/< BA T 7 dr +
=1 o
9 le _
Nw2NwP My2MyP
1.14
> (EAm+EIy dr|  (1.140)

Integrale, ki nastopajo v dobljeni enacbi, lahko izracunamo vnaprej, saj
se nanasSajo na staticno doloc¢eni osnovni sistem. Z oznakami
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1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

( EA, El, )dw
e=1 0
2 NNy NN
xl14iVx2 yliViy2
_ d
12 Zl/(EAm El, ) v
=10
2 NN, MM
b _ zliVxp yl yp d
! ; / ( EA,  EI ‘
Ol (1.141)
2 e — — —_ —_
N:I:2Na:1 MyQMyl
_ d
a1 Zl /( FA, + El, T
=10
2 NNy Ml
x24iVx2 y24Vly2
_ d
=10
2 NNy, NaM
b _ x24iVxp y24iVilyp d
2= / ( EA, | EI,

lahko izraz (1.141) za dopolnilno virtualno delo notranjih sil zapisemo
na kratko

dD* = 5X1 (a11 X1 + a12Xs + b1)+0Xo (a1 X1 + ageXo + by) (1.142)

in ga v skladu z izrekom o dopolnilnem virtualnem delu izenac¢imo
z dopolnilnim virtualnim delom zunanjih sil, ki smo ga ze dolocili z
enacbo (1.131). Tako dobimo

dWk = 5[)* . 5X1 (a11X1 + a12X2 + bl — u§c> +
5X2 (a21X1 + QQQXQ + b2 - wnDB + UJ#B) =0 (1143)

Pri poljubni izbiri virtualnih sil 0.X; in 6 X7 je enacba (1.143) izpolnjena
le v primeru, da sta oba izraza v okroglih oklepajih enaka ni¢. Tedaj
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1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

velja
ugc = a11X1 + a12Xs + by
D

. (1.144)
wyp — wyp = a21X1 + a2 Xs + by

Tako smo dolo¢ili vodoravni pomik u¢c in medsebojni zasuk Aw, =
wnDB —w#B v odvisnosti od dejanske zunanje obtezbe in nadomestnih sil
X7 in X5. Upostevaje zakon superpozicije zlahka prepoznamo fizikalni

pomen posameznih koeficientov v gornjih enacbah:

a11 je vodoravni pomik, ki bi ga v tocki C povzrocila sila X; =1,
a1z je vodoravni pomik, ki bi ga v tocki C povzrocili dvojici Xy = 1,
b1 je vodoravni pomik, ki bi ga v tocki C povzrocila celotna dejanska
zunanja obtezba nosilca,
a1 je medsebojni zasuk v ¢lenku B, ki bi ga povzrocila sila X; =1,
aso je medsebojni zasuk v ¢lenku B, ki bi ga povzrocili dvojici Xo =1,
b1 je medsebojni zasuk v ¢lenku B, ki bi ga povzrocila celotna dejan-
ska

zunanja obtezba nosilca.

Iz druge in ¢etrte od enacb (1.141) tudi vidimo, da sta koeficienta a2
in a9, enaka med seboj.

V naSem primeru iz robnega pogoja (1.128) in kompatibilnostnega
pogoja (1.130) sledi, da je u¢c = 0 in Aw, = wa — wf;JB = 0. Si-
stem (1.144) se s tem glasi

a11 X1 +a2Xo+b; =0

(1.145)
CL21X1 + CL22X2 + b2 =0.

Koeficiente a1, ..., ase in prosta ¢lena (desni strani) by in by smo
doloéili z enacbami (1.141). Tako smo dobili sistem dveh linearnih
algebrajskih enacb, iz katerih s katero od znanih metod dolo¢imo
nadomestni zunanji sili X; in X5. S tem poznamo celotno zunanjo
obtezbo osnovne stati¢no dolo¢ene konstrukcije (slika 1.5.b). Reakcije
dolo¢imo z ravnoteznimi pogoji, notranje sile pa z enachbama (1.137).
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1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

Nalogo lahko sedaj Se razsirimo z zahtevo, da je treba dolociti, na
primer, pomik tocke D v smeri enotskega vektorja e, (slika 1.6). V
skladu z dosedanjimi ugotovitvami obtezimo osnovno stati¢no dolo¢eno
konstrukcijo v tocki D z virtualno silo 0Pp = 1 v smeri enotskega
vektorja e, in izracunamo iskani pomik u, kot pripadajoce dopolnilno
virtualno delo notranjih sil

u, =6D*(p, X1, X2,6Pp =1) =
g le
N.ON,  M,6M,
. 1.14
Z;/(EAm+EIy)dx (1.146)
=1 o

N, in M, sta osna sila in upogibni moment, ki pripadata dejanski

zunanji obtezbi na prvotni staticno nedoloceni konstrukciji, vendar ju
ob upostevanju zakona superpozicije lahko izracunamo na osnovnem
staticno doloCenem sistemu z enacbama (1.137), saj sta sedaj X in Xy
znani zunanji sili. Prav tako na osnovnem staticno doloc¢enem sistemu
izracunamo virtualno osno silo 0N,(6Pp = 1) in virtualni upogibni
moment 6 M, (6Pp = 1).

Slika 1.6

Ugotovitev, da tudi notranje sile zaradi virtualne obtezbe dolocamo
kar na staticno dolo¢eni osnovni konstrukciji, je znana kot redukcij-
sko pravilo in znatno olajSuje racunanje pomikov in zasukov stati¢no
nedolocenih konstrukecij.

41



1.9 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

Vse ugotovitve o racunanju stati¢no nedolocenih linijskih konstrukcij
po metodi sil lahko posplosimo za primer nx stati¢no nedolocene kon-
strukcije. Sistem (1.145) se tedaj glasi

G11X1 + CL12X2 + ...+ alnXl + bl =

a21 X1 + ageXo + ...+ agpXo + by =
(1.147)

1 X1+ an2Xo + ...+ A Xy + by =u
oziroma v matri¢ni obliki

lais] {X;} + {b;} = {NJ} . (1.148)

Ce problem posplosimo tudi z moznostjo upogiba okrog osi z, izracuna-
mo koeficiente matrik [a;;] in {b;} z enacbami

NyiNg; Myz-Myj M, M.;
o= 3 [ (St s ot S o

(1.149)
N, N, ]\7./ M. M, M
b, = zjVap yj Myp 272\ 4
Z / ( EI, ' EL v
Pri tem smo poudarili, da je a;; = aj; in da je torej matrika [a;;]
simetricna. V splosnem zapisu enacb (1.147) smo z s Uy U

oznacili posplosene pomike, na primer pomike in zasuke v sproscenih
podporah oziroma medsebojne pomike in medsebojne zasuke v tockah,
kjer smo pri izbiri osnovne staticno dolocene konstrukcije vpeljali do-
datne prostostne stopnje. Pri nepomicnih podporah in togih povezavah
elementov so ti posploSseni pomiki praviloma enaki ni¢. Pri elasticno
podprtih konstrukcijah oziroma pri elasticno povezanih elementih pa so
posploseni pomiki lahko tudi razli¢ni od ni¢. Razen tega so kinematic¢ne
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1.10 Betti-Rayleighov izrek o vzajemnosti virtualnega dela

enacbe v obliki (1.147) ugodne tudi za obravnavanje problemov, pri ka-
terih so v posameznih tockah konstrukcije predpisani pomiki in zasuki,
na primer pri posedanju podpor ali vodenju pomikov pri eksperimentih.

Iz enacb (1.147) dolo¢imo nadomestne sile Xi, Xo, ..., X,, nato pa po
analogiji z enacbama (1.1.37) Se osne sile in upogibne momente

=1

. (1.150)
My =My, +> MyX;.
i=1
Metoda sil je ena od temeljnih metod za dolocanje reakcij, notranjih
sil ter pomikov in zasukov linijskih konstrukcij. Se posebej je primerna
za hitro stati¢no analizo linijskih konstrukcij z nizko stopnjo staticne
nedolocenosti.

1.10 Betti-Rayleighov izrek o vzajemnosti virtualnega dela

V razdelku 1.5 smo virtualne pomike opredelili kot poljubne, dovolj
majhne, kinemati¢no dopustne pomike, ki so povsem neodvisni od de-
janske zunanje obtezbe telesa. Ob upostevanju te opredelitve lahko
izpeljemo zelo koristen izrek.

Vzemimo linearno elasticno, stabilno podprto telo in obravnavajmo dva

medsebojno neodvisna, staticno dopustna primera zunanje obtezbe: v

prvem primeru deluje na telo zunanja specificna povrsinska obtezba p%l)

in specifiéna prostorninska obtezba v(1): napetosti, pomike in deforma-
(1) u(l) in g(.l)
3 ’ 3

primeru pa telo obtezimo z zunanjo obtezbo pgf) in v(?): tej obtezbi

(2)

i

cije, ki pripadajo tej obtezbi, oznac¢imo s o .V drugem

pripadajo napetosti o;~, pomiki u(® in deformacije EEQ)

... pg), v = 02(1)’ u®, Egl)
(1.151)
@2) ... p?, v® . 02(2)7 u®, 852).
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1.10 Betti-Rayleighov izrek o vzajemnosti virtualnega dela

(2)
K3
obteznemu primeru, neodvisni od prvega obteznega primera, jih lahko

v odnosu do obtezbe p;” in v»Y razumemo kot virtualne pomike in

Ker so pomiki in deformacije u® in e}, ki pripadajo drugemu

deformacije. Virtualno delo, ki ga zunanja obtezba prvega obteznega
primera opravi na pomikih, ki pripadajo drugemu obteznemu primeru,
oznaéimo z §W (12)

sWw2) — /p%l)u@) dS+/v(1)u(2) dv. (1.152)
Zp v

Podobno zapisemo virtualno delo W1 ki ga zunanja obtezba
drugega obteznega primera opravi na pomikih, ki pripadajo prvemu
obteznemu primeru.

SWED — /pgf)u(l) dS+/v(2)u(1) dv. (1.153)
Zp v

Ker je telo v obeh obteznih primerih v ravnotezju, velja izrek o vir-
tualnih pomikih in virtualno delo zunanjih sil lahko v obeh primerih
izenac¢imo z ustreznim virtualnim delom notranjih sil.

sW -2 = §D(12) — / S oV av
& A

(1.154)
sW D = DL = / S oPeVav.
& %

ODb upostevanju konstitucijskega zakona (1.24) pri AT = 0 dobimo

sW12) = /Z <2u€§1) + )\]f(l)ei) 61(-2) dVv
v
(1.155)
SWD = /Z <2u€§2) + )\]f(mei) ez(-l) dVv
VA
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in ob upostevanju enacbe (1.28) sledi

sW1:2) — /<2u2851)€§2) + Alf(l)lf(2)> v

,1/ 3
(1.156)

SW ) — /(2112652)651) + )\If@)lf(l)) dv .
& 7

Zaradi komutativnosti skalarnega produkta sta desni strani v obeh
enacbah (1.156) enaki, kar zapisemo kot Betti-Rayleighov izrek o vza-
jemnosti virtualnega dela

sw2 = s 2D (1.157)

ali z besedami:

Pri linearno elasticnem telesu je wvirtualno delo obtezbe, ki pripada
prvemu obteZnemu primeru, na pomikih, ki pripadajo drugemu obtez-
nemu primeru, enako virtualnemu delu obtezZbe, ki pripada drugemu
obteznemu primeru, na pomikih, ki pripadajo prvemu obteZnemu pri-
meru.

1.11 Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

Betti-Rayleighov izrek o vzajemnosti virtualnega dela, ki smo ga
izpeljali v prejSnjem razdelku, ima daljnosezne posledice. Kot prvo,
neposredno posledico izpeljemo Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov
in zasukov.

Spet obravnavamo stabilno podprto linearno elasti¢cno telo pri dveh
medsebojno neodvisnih staticno dopustnih obteznih primerih, le da je
tokrat zunanja obtezba sestavljena zgolj iz tockovnih sil in dvojic v
dveh razliénih tockah telesa (slika 1.7)

V prvem obteznem primeru je telo v tocki A obtezeno s tockovno silo
P 4 in s tockovno dvojico M 4, ki pa sta obe usmerjeni vzdolz enotskega
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1.11 Mazxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

vektorja e 4. Ce velikosti obeh tockovnih obtezb oznacimo s Py in M A,
lahko piSemo

PA:PAeA in MA:MAeA. (1.158)

Pomik in zasuk, ki se zaradi te obtezbe pojavita v tocki B, ozna¢imo z

upa in WpBA.

(1)

Slika 1.7

V drugem obteznem primeru pa je telo obtezeno le v tocki B, in sicer s
tockovno silo P g in s tockovno dvojico M g v smeri enotskega vektorja
€B

PBZPBGB in MB:MBGB. (1.159)
Pomik in zasuk, ki se zaradi te obtezbe pojavita v tocki A, oznac¢imo
zuap in wap. Ker gre za dva medsebojno povsem neodvisna obtezna
primera, lahko uporabimo Betti-Rayleighov izrek o vzajemnosti virtu-
alnega dela in zapiSemo Maxwellov izrek kot sledi

W2 = swD & Pausp+Maiwag =Prugs+Mpwpa.
(1.160)
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1.11 Mazxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

ODb upostevanju enacb (1.158) in (1.159) ter komutativnosti skalarnega
produkta lahko izrek zapiSemo takole

Piuypes + Maswapes = Peupsep + Mpwpaepr. (1.161)

Skalarni produkt uspea, ki predstavlja projekcijo vektorja pomika
Usp nha smer ey, oznaCimo z uap. Podobne oznake vpeljemo tudi
za preostale tri nastopajoce skalarne produkte

UAB €A = Uy UpA€p = UBA
B B BA€B B (1.162)

WAB€A = WAB wpA€p = WBA -

Maxwellov izrek (1.160) lahko sedaj zapisemo v splosni skalarni obliki
Pauap +Mawap = Ppupa + Mpwpa - (1.163)

Za prakticno delo v konstrukcijski mehaniki so pomembne §tiri posebne
oblike Maxwellovega izreka, ki ustrezajo razlicnim izbiram tockovnih
obtezb v obeh obteznih primerih

Pyi=1, My=0, Pg=1, Mg =0
Py=0, My=1, Pg=0, Mp=1
Pi=1 Ms=0, Pg=0, Mg=1
Py=0, My=1, Pg=1, Mg =0

UAB = UBA

WAB = WBA
(1.164)

UAB — WBA

Ll

WAB = UBA -

Ob upostevanju vsega povedanega skusajmo prvo od dobljenih oblik
Maxwellovega izreka izraziti Se z besedami:

Pomik, ki se zaradi delovanja enotske sile iz drugega obteznega primera
pojavi v prijemaliScu in v smeri enotske sile iz prvega obteZnega
primera, je enak pomiku, ki se zaradi delovanja enotske sile iz prvega
obteznega primera pojavi v prijemaliscu in v smeri enotske sile iz
drugega obtezZnega primera.

Na podobno neroden nacin bi ubesedili tudi preostale tri oblike
Maxwellovega izreka. Pri tretji in cetrti obliki nas ne sme zmotiti
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1.11 Mazxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

navidezno neskladje v enotah izenacenih pomikov in zasukov. Obe
enakosti smo namre¢ dobili tako, da smo v izvornih enacbah eno stran
pokrajsali z enoto sile (N), drugo pa z enoto dvojice (Nm).

Za ilustracijo si oglejmo previsni nosilec v dveh znacilnih obteznih
primerih (slika 1.8): v prvem primeru je nosilec v krajis¢u ¢ obtezen s
tockovno dvojico M;, v drugem pa v vmesni tocki j z navpi¢no tockovno
silo P;. Navpicni pomik, ki ga v tocki j povzroci dvojica M;, oznacimo
z wj;, zasuk, ki ga v krajiscu ¢ povzroci sila P}, pa z w;j. V tem primeru
zapiSemo Betti-Rayleighov izrek z enacbo

Maxwellov izrek pa se, kakor kazejo enacbe (1.164), nanasa na med-
sebojne enakosti pomikov in zasukov, ki ustrezajo enotskim silam in
dvojicam v razlicnih obteznih primerih.

OIS S

1
J  Wj
Wis -
@
Wii 7t

VA 7

—~
oo
~
)

<
VA4 24

Slika 1.8

Racunanje s pomiki in zasuki, ki pripadajo enotskim obtezbam, si lahko
obcutno olajsamo z vpeljavo tako imenovanih podajnostnih koeficientov
fij- V naSem primeru bi, na primer, lahko oznacili

fij = wii(P; =1) wij = fi; B;
o = T (1.166)
fji = wj(M; = 1) wj; = fjM; .
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1.11 Mazxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

Enacba (1.165) preide s tem v zelo zgovorno obliko
M, fi;P; = Pj [ M; - fii = fij (1.167)

ki pove, da so podajnostni koeficienti pri linearno elasti¢cnem telesu
simetri¢ni.

V primeru, da v istem obteznem primeru na telo deluje vec¢ razlicnih
obtezb (slika 1.9), bi bil pri obi¢ajnem oznacevanju sil in dvojic ter
pomikov in zasukov zapis posameznih pomikov in zasukov v odvisnosti
od vseh nastopajocih obtezb zelo nepregleden. Tezavam se uspesno
izognemo z vpeljavo posplosenih sil in posploSsenih pomikov, ki smo jih
ze spoznali v razdelku 1.4.

ro A .
Mo Mepp N
1) W 2/ &
Wa
W1
W1

Slika 1.9

Se enkrat si oglejmo previsni nosilec, prikazan na sliki 1.9, tokrat
z uvedbo posplosenih oznak za sile in pomike (slika 1.10). Po-
splosenim silam Pj, ..., P, ustrezajo posploseni pomiki uq, ..., ug4.
Z upostevanjem zakona superpozicije lahko vsakega od posplosenih
pomikov izrazimo kot vsoto prispevkov posameznih posploSenih sil. Za
pomik uq na primer velja

U1 :ul(Pl)—|—u1(P2)—|—u1(P3)—|—u1(P4) (1168)
oziroma z uporabo podajnostnih koeficientov
4
ur = fuiPr + fi2Pe + fi3Ps + f1aPs = Z f1;P; . (1.169)
j=1
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1.11 Mazxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

Podobno lahko izrazimo tudi preostale posploSene pomike, kar v
primeru, da imamo opraviti z n posploSenimi silami in prav tolikimi
pomiki, na kratko zapiSemo z enacbo

wi=y fyP;  (,j=12...n). (1.170)
i

Pomen podajnostnih koeficientov je v tem primeru povsem nedvoumen
(slika 1.10)
fij =wi(P;=1). (1.171)

Pogosto uporabljamo tudi matri¢ni zapis
{u} = [FI{P}, (1.172)

kjer je [F] matrika podajnostnih koeficientov oziroma podajnostna ma-
trika telesa. 7 Maxwellovim izrekom smo ugotovili, da so podajnostni
keficienti simetri¢ni glede na zamenjavo indeksov (f;; = fi;), zato je
tudi podajnostna matrika simetri¢na

[F] =[F]" . (1.173)

Podajnostna matrika stabilno podprtega telesa je nesingularna, zato
lahko naredimo obrat enacbe (1.172), in sicer tako, da jo z leve

pomnozimo z inverzno matriko [F] ™"
-1 —1
[F] {uy = [F] 7 [FI{P}, (1.174)
Za inverzno matriko [F] ™" vpeljemo novo oznako

[F]" = [K] (1.175)

in jo imenujemo togostna matrika telesa. Ker je [F] ™ [F] = [I], preide
enacba (1.174) v naslednjo obliko

(P} = [K] {u} . (1.176)
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1.12 Castiglianov izrek

Matriko [K] sestavljajo togostni koeficienti k;;
tako da velja

Pi=) kju;  (i,j=12,...n). (1.178)
j

Podobno kakor podajnostna je tudi togostna matrika simetri¢na, torej
velja
[K] = [K]"  oziroma  kj; = ki . (1.179)

1.12 Castiglianov izrek

V razdelku 1.4 smo v enacbi (1.80) celotno deformacijsko energijo
linearno elasticnega telesa zapisali s posploSenimi tockovnimi silami in
pomiki. Ob upostevanju zapisa (1.178) preide ena¢ba (1.80) v naslednjo
obliko

1 n n
i
oziroma v matric¢ni obliki
1
D=D+3 {u}" K] {u} . (1.181)

Analogno lahko ob upostevanju zapisa (1.170) izrazimo tudi dopolnilno
ali komplementarno deformacijsko energijo telesa

1 n o n

pri ¢emer za linearno elasti¢na telesa velja enakost D* = D. V matric¢ni
obliki se enacba (1.182) glasi

D* =D+ % (P} [F]{P} . (1.183)
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1.12 Castiglianov izrek

Izracunajmo odvod deformacijske energije D po poljubnem posplose-
nem pomiku uy. Delez D ni eksplicitno odvisen od tockovnih posplose-
nih pomikov, zato je njegov odvod po uj enak ni¢. V drugem sumandu

na desni strani enacbe (1.182) upostevamo pravilo za odvajanje pro-
dukta

oD 0
8—uk — 5 Zuza—'l,tk (kilul + ki2u2 4+ ... —|—kikuk 4+ ...+ k‘mun)—f—

1 0
5 E Uja—uk(k‘ljul—f—]{igj’U,Q—f-...—f-k?kjuk—f-...—f-knjun)
(1.184)

in, ker so posploseni pomiki neodvisni med seboj, dobimo

= Zkku + 2 Zkk]uj (1.185)

Guk

Ob upostevanju simetrije togostnih koeficientov in zamenljivosti seste-
valnih indeksov velja

i kipu; = Zn: kriu; = i Kijug (1.186)
i P J

in enacba (1.185) se glasi

8uk Z ki, . (1.187)

Indeks k& nadomestimo z i in s primerjavo z enac¢bo (1.178) dobimo

3uz Zk”uj_ (4,5 =1,2,...,n). (1.188)

Dobljena zveza je znana kot prvi Castiglianov izrek in pove, da z odva-
janjem celotne deformacijske energije po izbranem posplosenem pomiku
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1.13 Izrek o minimumu potencialne energije

dobimo posploseno silo, ki se po prijemalis¢u in po smeri ujema z
izbranim posplosenim pomikom.

Podobno izpeljemo tudi drugi Castiglianov izrek. Celotno dopolnilno
deformacijsko energijo D*, ki smo jo zapisali z enacbo (1.182), odva-
jamo po izbrani posploseni sili P; in dobimo pripadajo¢i posploSeni
pomik u;

oD* o
OP; =Zfz-ij=ui (4,7 =1,2,...,n). (1.189)
‘ j

Izpeljana Castiglianova izreka imata predvsem zgodovinski pomen; v
nekaterih preprostih primerih, Se posebej ¢e lahko celotno deformacij-
sko energijo oziroma dopolnilno deformacijsko energijo zapiSemo zgolj
s posplosenimi tockovnimi silami in pomiki (D = 0 ali D* = 0) pa
Castiglianova izreka predstavljata zanimivo in ucinkovito orodje za
racunanje tockovnih sil oziroma pomikov.

1.13 Izrek o minimumu potencialne energije

Znova si oglejmo trdno telo B (slika 1.1) in vzemimo, da se je po nanosu
zunanje obtezbe p,, in v umirilo v ravnotezni legi, ki je opisana s poljem
pomikov u in pripadajoc¢imi deformacijami €;. Pri tem je specificna
povrsinska obtezba p,, predpisana na delu .}, zunanje mejne ploskve, z
Y, pa je oznacen tisti del zunanje mejne ploskve, na katerem so zaradi
podpiranja ali na kak drugacen nacin predpisani pomiki u.

V razdelku 1.5 smo ugotovili, da lahko sistem parcialnih diferencial-
nih enacb ravnotezja, ki smo ga izpeljali v poglavju o napetostih,
enakovredno nadomestimo z izrekom o virtualnem delu (1.95). Zapisi-
mo ta izrek v nekoliko drugacni obliki

& 7 i Z, % 5 %
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1.13 Izrek o minimumu potencialne energije

Kakor vidimo, je ravnotezni pogoj, zapisan z enacbo (1.190), zelo
sploSen in neodvisen od materialnih lastnosti obravnavanega telesa. V
nadaljevanju vpeljemo dve pomembni omejitvi:
i material je elasticen, torej obstoji taka funkcija deformacijskega
stanja Z(e;;) (v razdelku 1.2 smo jo prepoznali kot specificno de-
formacijsko energijo telesa), da velja

09

(982']'

=045, (1191)

ii zunanja obtezba je potencialna. To pomeni, da lahko najdemo taki
potencialni funkciji ®(u;) in ¥(u;), da velja
0P . ov

n V; = — .

Kot zgled navedimo potencialno funkcijo

Pni = — (1.192)

1
b = 55’&3 — Pnz = _5u27

s katero, na primer, ponazorimo kontaktni tlak med dnom temelja
in elasticno zemljino s koeficientom podlage 3, pri kateri je interak-
cijska povrsinska obtezba, s katero temeljna tla delujejo na temelj,
premosorazmerna s posedkom temelja.

Ce omejitvi (1.191) in (1.192) upoStevamo v ravnoteznem pogoju
(1.190), sledi

/ZZ 55Udv+/za 6uzd5+/z 7= Suidv =0,

(1.193)
V skladu z definicijo, ki smo jo vpeljali v Uvodu v variacijski racun,
vpeljemo prve variacije funkcij D, ® in &

Z 8uz
07 = ZZ 5 5% . (1.194)
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1.13 Izrek o minimumu potencialne energije

in jih vstavimo v enacbo (1.193)
/6@dv+/5®d8+/5lﬂd‘/:0. (1.195)
4 Zy 4
Uporabimo Se pravilo o komutativnosti operatorja ¢ in dobimo
5/.@dV+5/CI>dS+5/\IIdV=O. (1.196)
v Zp v

Prvi integral v dobljeni enachi predstavlja celotno deformacijsko ener-
gijo telesa D, vsoto drugega in tretjega integrala pa oznac¢imo z W in
jo imenujemo potencial zunanjih sil

W:/CI)dS+/\Ide. (1.197)
Py V4
S tem se enacba (1.196) glasi
0D +0W =6(D+W)=0. (1.198)
Vsoto v oklepaju imenujemo potencialna energija telesa IT
H:D+W:D+/®d8+/\ﬂdv. (1.199)
Py V4

V splosnem primeru potencialne obtezbe moramo torej poznati poten-
cialni funkciji ® in ¥, da bi lahko izracunali potencialno energijo I1.

Izrek o virtualnem delu (1.190) preide s tem v zahtevo, da je prva
variacija potencialne energije v ravnoteznem stanju telesa enaka nic

§IT=0. (1.200)

V okviru vpeljanih omejitev je zahteva (1.200) znana kot izrek o sta-
cionarni vrednosti potencialne energije, ki velja tako za linearno kakor
tudi za nelinearno elasti¢na telesa:
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1.13 Izrek o minimumu potencialne energije

Med vsemi polji pomikov, ki zadoscajo kinemati¢nim robnim pogojem,
ustreza ravnoteznemu stanju telesa tisto polje pomikov, pri katerem ima
potencialna energija telesa stacionarno vrednost.

Pri tem smo vzeli, da je potencialna energija funkcija pomikov Il =
II(u;). Ker so pomiki u; v splosnem funkcije koordinat, je poten-
cialna energija funkcional. 7 enacbo (1.200) smo torej zahtevali, da
ima funkcional II v ravnoteznem stanju telesa stacionarno tocko, ne
vemo pa Se, ali gre pri tem za lokalni minimum, lokalni maksimum ali
sedlo. Vrsto stacionarne tocke lahko dolo¢imo le ob nadaljnji omejitvi
na konservativno obtezbo. V tem primeru se obtezbi p, in v med
deformiranjem telesa ne spreminjata, torej nista odvisni od pomikov.
Tedaj sta potencialni funkciji ® in ¥ kve¢jemu linearni funkciji pomikov

in velja
apm 82<I>
¢ =- nili = =0
Zp Y an Guz('?uj
i — ) (1.201)
ov; o0~V
U =— Vi Uj L =0.
; Buj 8u18uj

Potencialna energija je tedaj
7, L vt

oziroma ob upostevanju enacb (1.36) in (1.201)

H:/@W+/¢w+/wwx (1.203)
¥4 Z, v

Vzemimo, da ima potencialna energija pri aktualnem polju pomikov
u; in pripadajocih deformacijah €;; stacionarno vrednost. Kakor smo
pokazali v poglavju o osnovah variacijskega racuna, odlocajo o nara-
vi ugotovljene stacionarne tocke funkcionala druga in visje variacije.
Ugotoviti moramo, kako se spremeni vrednost funkcionala II, ¢e se
pomiki spremenijo za duj;, pri ¢emer se deformacije spremenijo za
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1.13 Izrek o minimumu potencialne energije

deij. Funkcional II razvijemo v Taylorjevo vrsto glede na vrednost
pri pomikih u; in deformacijah ¢;; in izrazimo njegovo spremembo z
vsoto variacij

AIl = I (uj + duj) — I (uy) =61 + &*H + §8° I + ...,  (1.204)

Obravnavamo stacionarno tocko funkcionala, zato je I = 0. Ker so
variacije pomikov poljubne, jih lahko izberemo tako majhne, da druga
variacija 0211 dolo¢a predznak vsote vseh preostalih ¢lenov na desni
strani enacbe (1.204). Izracunamo jo z izrazom

o2 =L /Z Z > Zag e 0cude Y+
/Z Z o, 5u15u3 dsS +
/ZZ T (5u2(5u3 v . (1.205)

Zaradi lastnosti (1.201) sta drugi in tretji ¢len enaka ni¢, o pomenu
prvega pa se najlaze prepricamo, ¢e specificno deformacijsko energijo
2 razvijemo v potencno vrsto okrog deformacijskega stanja €,

D(eij + deij) =D (eij) + Z Z o, 5670

12222327@55”55“4—”.. (1.206)
2!i ~ % lac?ijaé?kl

Sedaj pa zapisimo vrsto (1.206) za nedeformirano stanje telesa, ko je
ei; = 0. Ob upostevanju enacbe (1.191) dobimo

.@(5(52’]’) =9 + Oij

Eij:O

_|_

sij:O

(58@'56“ + ... (1.207)
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1.13 Izrek o minimumu potencialne energije

Umestno je vzeti, da je specificna deformacijska energija nedeformi-
ranega telesa enaka nic in da so v tem stanju enake nic¢ tudi vse napetosti

2 =0 in o) =0. (1.208)

Eij:() Eij:()

Prav tako lahko predpostavimo, da so prirastki deformacij de;; tako
majhni, da kvadratni ¢len doloca predznak celotne desne strani v enacbi
(1.207). Kakor vidimo, gre pri tem za spremembo specificne deforma-
cijske energije, ce se v zacetku nedeformirano telo deformira za de;;.
To pomeni, da je bilo v deformiranje elementa telesa s enotsko prostor-
nino vlozeno doloceno mehansko delo, za prav toliko pa se je povecala
specificna deformacijska energija tega elementa. Sprememba specificne
deformacijske energije je torej pri elasticnem telesu vedno pozitivna (le
v primeru, da so vsi prirastki deformacij enaki ni¢, je tudi sprememba
specificne deformacijske energije enaka ni¢). Do enakega sklepa bi prisli
tudi s ¢isto matematicnim razmislekom, saj vsota v kvadratnem ¢lenu
predstavlja pozitivno definitno kvadratno formo, za katero velja, da
je vedno pozitivna, le v primeru dg;; = 0 je enaka ni¢. S tem smo
dokazali, da je sprememba potencialne energije d Il v okolici ravnotezne
lege €;; = 0 pozitivna, torej gre za lokalni minimum funkcionala I7.
To ugotovitev brez dokaza posplosimo na poljubno deformirano stanje
telesat in jo predstavimo kot izrek o minimumu potencialne energije:

Med vsemi polji pomikov, ki zadoscajo kinematicnim robnim pogojem,
ustreza ravnotezZnemu stanju telesa tisto polje pomikov, pri katerem ima
potencialna energija telesa lokalni minimum.

Ravnotezno stanje, ki ustreza minimalni vrednosti potencialne energije
telesa, imenujemo stabilno ravnotezje. V primeru, da bi bila sprememba
potencialne energije AIl negativna, bi govorili o lokalnem maksimumu
funkcionala II in nestabilnem ravnotezju telesa. Primer AIl = 0 pa

'I' Za linearno elasti¢no telo je dokaz ob upoStevanju enacbe (1.33) razmeroma pre-

prost, zato ga prepusc¢amo pridnemu bralcu.
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opredelimo kot nevtralno stacionarno tocko ali sedlo funkcionala in s
tem nevtralno ravnotezje telesa.

0l =0 in AIl >0 stabilno ravnotezje
0Il =0 in AIl =0 nevtralno ravnotezje

0l =0 in AIl <0 nestabilno ravnotezje.

Omenjene vrste ravnotezja si ponazorimo s klasi¢no fizikalno skico
kroglice v razlicnih ravnoteznih polozajih glede na razgibano podlago
(slika 1.11). Ta skica nas med drugim tudi opozori na zelo pomem-
bno dejstvo, da je pojem ravnotezja v vseh treh primerih povezan z
lokalnimi stacionarnimi tockami funkcionala II, torej z majhnimi pre-
miki iz ravnotezne lege. Ce bi se namreé kroglica iz nevtralne lege pre-
maknila preve¢ v levo, bi presla iz nevtralnega v stabilno ravnotezno
stanje, pri velikem premiku v desno pa v stanje nestabilnega ravnotezja.

stabilno_ nevtralno nestabilno
ravnotezje ravnotezje ravnotezje

Slika 1.11
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