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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

V tem razdelku obravnavamo torzijski del zunanje obtezbe, ki smo
ga v dosedanji analizi mehanskega stanja linijskega nosilca izkljucili.
Vendar se tokrat odpovemo povsem splosnemu nacinu torzijske obtezbe
in obravnavamo posebni primer, pri katerem je nosilec obtezen le v
dvojicama My (slika 5.9). To pomeni, da je notranji torzijski moment
M, po celotni dozini nosilca enakomeren (M, = Mr). Od tod tudi ime
primera — enakomerna torzija. Kot sledi iz enac¢b (5.26), obravnavana
obtezba ustreza primeru, ko je plas¢ nosilca neobtezen (png = pny =
pnz = 0), prav tako pa ni specificne prostorninske obtezbe (v, = v, =
v, = 0). Razen tega vzamemo, da v nobenem preénem prerezu ni
preprecena izbocitev. Obravnavani primer je v literaturi znan tudi pod
imeni: cista, neovirana, Saint-Venantova torzija.
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Slika 5.9

Kot osnovno predpostavko o deformiranju nosilca pri torzijski obtezbi
spet vzamemo, da se velikost in oblika prec¢nega prereza v ravnini (y, z)
med delovanjem obtezbe ne spreminjata.

Ker ni vzdolzne obtezbe in s tem tudi ne osne sile, lahko v skladu z
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

enacbo (5.71) zanemarimo tudi specificno spremembo dolzine v smeri
vzdolzne osi.

Eyy R €z R Ey, =0 in Exz ~ 0. (5.128)

Gre torej za primer deformacijskega stanja, pri katerem prevladujejo
spremembe pravih kotov €, in €., v ravninah (z,y) in (z, z). Koordi-
natni vektorji deformacij so tedaj

€1 = Ezy€y+Egz €, €y = Ezy €y €, =€z, €;. (5.129)

Konstitucijske enacbe

Ob upostevanju predpostavk (5.128) sledijo iz konstitucijskih enacb
(4.9) naslednje enostavne zveze

Oy = 2G €4y (5.130)
Opr = 2G €4, .

Opg R Oyy R0y R0y, =0 (5.131)

Ravnotezne enacbe

Ravnotezne enacbe (4.1) se ob upostevanju enac¢b (5.131) in pred-
postavke, da ni prostorninske obtezbe, glasijo

004y 004,

=0 5.132
dy 0z ( )
004y
: 9%y _ 1
¥ S =0 (5.133)
00y,
5= 0. (5.134)

Enacbi (5.133) in (5.134) povesta, da sta napetosti o4, in 0., neodvisni
od vzdolzne koordinate x, kar je pri konstantnem torzijskem momentu
tudi razumljivo

Opy = Ozy (Y, 2) in Oz = 022(y, 2) . (5.135)
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Iz enacb (5.130) sledi, da sta tudi deformaciji €, in €,, le funkciji
prereznih koordinat y in z

Exy = Exy(Y, 2) in Exr = €22 (Y, 2) . (5.136)

Zapisimo Se ravnotezne pogoje (4.3) za plasc .#;,;. Ker je plasc¢ nosilca
neobtezen, dobimo

Sl : Oyzlny + Ozgbnz = 0. (5.137)

Upostevali smo, da je nosilec valjaste ali prizmati¢ne oblike, zato zu-
nanja normala plas¢a e, nima komponente v smeri osi z (e, = 0).
Prav lahko je ugotoviti, da sta pri tem preostali dve ravnotezni enacbi
na plascu ., identi¢no izpolnjeni.

Dodajmo Se ¢etrto od enacb (5.29). Ta enacba pove, kako je notranji
torzijski moment M, ki smo ga doloéili iz ravnoteznega pogoja (5.33),
izrazen z napetostmi

M, = /(y Opz — 2 0gy) dAs . (5.138)
A

Kinemati¢éne enacbe

Najbolj znacilna kinemati¢na koli¢ina pri torzijskem nosilcu je ned-
vomno torzijski zasuk w,, to je zasuk precnega prereza okrog vzdolzne
osi nosilca. Ob predpostavki, da se prerez v svoji ravnini obnasa kot
toga Sipa, je zasuk w, enak v vseh tockah prereza, torej se spreminja le v
odvisnosti od koordinate x, glede na koordinati y in 2z pa je konstanten.
Ker je torzijski notranji moment enakomeren po celotni dolzini nosilca,
lahko sklepamo, da se tudi torzijski zasuk w, enakomerno spreminja
vzdolz nosilca. To pomeni, da lahko torzijski zasuk w, zapiSemo kot
linearno funkcijo koordinate x

we (1) =wl +0 (x — x0). (T.13)
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Konstanto

dw,
0= T.14
T (7.14)

imenujemo specificni torzijski zasuk, saj pove, za koliko se nosilec na

enoto dolzine zasuce okrog svoje vzdolzne osi.

0

Kakor sledi iz enacbe (T.13), smo z w,)

oznacili torzijski zasuk referenc-
nega prereza pri x = xg. Za referencni prerez je smiselno izbrati prerez,
za katerega vnaprej poznamo torzijski zasuk. Na sliki T-1, na primer,
je prerez pri x = zq torzijsko nevrtljivo podprt, torej je w? = 0.

Ob upostevanju predpostavke, da se precni prerez v svoji ravnini obnasa
kot toga Sipa, se tudi pri dolo¢anju pomikov u, in u, izognemo resevanju
kinemati¢nih enacb (2.184) v splosni obliki. V ta namen razstavimo
vektor pomika u poljubne tocke precnega prereza v vektor u*, ki lezi v

ravnini precnega prereza, in v vektor u, e,, ki predstavlja izbocitev

u =uze, +u’

(5.144)
u =uy e, +u.e,.
Na enak nacin razstavimo pomik u tezisca T'precnega prereza
W =ue; +u
. (5.145)
u =ve,twe;.
V ravnini preCnega prereza je
w'=w,e,, (5.146)

in pomik u* poljubne tocke T'(z,y, z), ki je glede na tezisce T"dolocena
s krajevnim vektorjem ¢ = ye, + ze,, izrazimo v skladu z enacbo

(1.394)
W=u"tw xo=0v-z2wy)e, +(wtywg)e.. (5.147)

Pri dolocitvi torzijskega zasuka w, smo potihem domnevali, da se prerez
zavrti okrog vzdolzne osi x, torej okrog tezisca prereza 1. Vendar po-
drobnejsa proucitev gibanja prereza kot toge Sipe pokaze, da je taksna
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domneva upravicena le pri dvojno simetri¢nih prerezih. Pri vseh drugih
pa lahko v ravnini pre¢nega prereza najdemo posebno tocko S(ys, zs),
ki ne sovpada s tezistem T, in ki se pri torzijski obtezbi nosilca trans-
latorno ni¢ ne premakne. To pomeni, da se precni prerez o7, kot toga
Sipa zavrti za kot w, okoli tocke S, ki jo imenujemo torzijsko sredisce
prereza in jo opredelimo z zahtevo, da je njen pomik u* enak nic¢

u*(S)=(v—zswy) e, + (w+yswy)e, =0. (5.148)
Enacba (5.148) je izpolnjena, e velja
V= 25 Wy in W= —Ys Wy . (5.149)

Pomik u* poljubne tocke prereza je tako

u' = —w, (2 —z25)e, +w, (Y —ys)e,. (5.150)
Primerjava z enacbo (5.144) pokaze, da sta pomika u, in u, v precnem
prerezu o7, linearni funkciji koordinat z oziroma y

ty = s (2 = 2) (5.151)
U, = we(y—ys).

Vzdolzni pomik u, nastopa v prvi, etrti in Sesti od kinemati¢nih enacb
(4.5). Iz prve sledi, da je izbocitev, ki jo opisuje ta pomik, neodvisna od
vzdolzne koordinate z, torej u, = u,(y, z). Ob upostevanju zvez (5.128)
in (5.151) sledi enaka ugotovitev tudi iz preostalih dveh kinemati¢nih

enacb
ox oy dy
N — , (5.152)
u; | Oug Uy v

Kakor lahko hitro prestejemo, doloca mehansko stanje nosilca z enako-
mernim torzijskim momentom M, devet koli¢in: napetosti o, in 0.,
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deformaciji €., in 4., specificni torzijski zasuk 0, torzijski zasuk w,
ter pomiki uz, u, in u,. Dobimo jih kot resitve naslednjega sistema
devetih enacb

Ay M, = [ (yogz. —204y)dA, (5.153)
dm
do do

v — 4+ == =0 5.154
oy 0z ( )
Oay = 2G €qy (5.155)
Tor = 2G ey, (5.156)

Ouy
oy 264y + 6 (2 — 29) (5.157)

Ouy
=2e,, — 0 (y— 5.158
92 € (Y — ys) ( )
Wy = w2+ 6 (z — x0) (5.159)
Uy = —wy (2 — 2g) (5.160)
u, = we (Y —ys)- (5.161)

Pri reSevanju sistema moramo upostevati staticni robni pogoj
SE Oyz €ny + Ozg €nz =0 (5.162)

ter kinemati¢ne robne pogoje, ki so odvisni od nacina podpiranja
nosilca.

Ce si sistem osnovnih enacb Eiste torzije ogledamo nekoliko natanéneje,
vidimo, da ga lahko resujemo v dveh delih: najprej iz prvih Sestih enacb
dolo¢imo napetosti, deformacije, pomik u, in specificni torzijski zasuk
0, nato pa iz zadnjih treh brez tezav izracunamo Se torzijski zasuk w,
in precna pomika wu, in u,. V nadaljevanju sta prikazana postopka
reSevanja osnovnih enach ¢iste torzije z metodo pomikov in z metodo
napetosti.
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Metoda pomikov

V skladu z osnovno idejo metode pomikov skusamo ravnotezno enacbo
(5.154) izraziti s pomiki. V ta namen najprej uporabimo konstitucijski
enacbi (5.155) in (5.156) in zapiSsemo enacbo (5.154) z deformacijami

Oy  Ocys

=0. 5.163
oy 0z ( )
Z enatbama (5.152) izrazimo deformaciji €, in €;, s pomiki
0 (Ouy Ouy 0 (Ou, Ouy
— | = — =0 5.164
8y(8x+8y)+8z(8x+8z) ( )

in ob upostevanju enacb (5.151) sledi

0%u, . 0%u,
0y? 022

Dobili smo Laméjevo enacbo za primer enakomerne torzije ravnega

_ 72 _
=V2u, =0. (5.165)

nosilca, ki pove, da je pomik wu, harmoni¢na funkcija nad preénim
prerezom <7,. Na prvi pogled ponuja metoda pomikov zelo ugodno
resitev, saj enacbi (5.165) zadosc¢a vsaka harmoni¢na funkcija. Vendar
se reSevanje zaplete pri robnem pogoju (5.162), ki ga s pomikom wu,
izrazimo takole

8u$ aum _
S {a—y —0(z — zs)} eny+ [E +0(y—ys)| en: =0. (5.166)

V robnem pogoju nastopata parcialna odvoda pomika wu,, razen tega
pa tudi specifi¢ni torzijski zasuk @, ki ga moramo dolociti iz pogoja, da
je “ravnotezni” torzijski moment prereza <7, enak “konstitucijskemu”

M, = / (4 0us — 2 0y) dAy | (5.167)
o

Po krajsi izpeljavi lahko enacbo (5.167) zapiSsemo v naslednji obliki

M, = QG/ (y aa? -z 3;;) dA; +2GO (I, +1,) . (5.168)
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Laméjevo enacbo (5.165) moramo torej reSevati ob hkratnem uposteva-
nju robnega pogoja (5.166) in enacbe (5.168), kar je analiticno mogoce
narediti le pri kroznem prerezu, pri bolj splosnih oblikah pre¢nega pre-
reza pa naletimo na hude racunske tezave. Zato se reSevanju problema
enakomerne torzije z metodo pomikov odpovemo in se v nadaljevanju
posvetimo resitvi z metodo napetosti, ki je, kakor bomo pokazali, veliko
lazja.

Metoda napetosti pri enakomerni torziji

Kakor smo ugotovili v 4. poglavju, je treba pri reSevanju osnovnih
enacb mehanskega stanja trdnega telesa z metodo napetosti vpeljati
dodatne, kompatibilnostne pogoje, ki zagotavljajo enoli¢no integrabil-
nost pomikov in zasukov iz kinematic¢nih enac¢b. V nasem primeru so
torzijski zasuk w, in preéna pomika u, in u, vnaprej enolicno doloceni
z enacbami (5.159) do (5.161). Za dolocitev vzdolznega pomika u, pa
imamo dve enacbi, (5.157) in (5.158). Zato moramo enoli¢nost pomika
u, zagotoviti posebej. Ker je u, = u.(y, 2), je dovolj, ¢e zahtevamo,
da je integral popolnega diferenciala pomika u, po poljubni sklenjeni
krivulji ¢ znotraj precnega prereza o7, enak nic¢

j{dux ~0 (€ € ,). (5.169)
€

Parcialna odvoda pomika u, po y in z izrazimo z enacbama (5.157) in
(5.158) in dobimo

Ouy Ouy B
j{dux—]{(aydy—k 6Zalz) =
€ €

]{{[Q%y +0 (2 — 25)] dy + [2€2- — 0 (y — ys)] dz} =0.
€

(5.170)

Krivuljni integral na desni strani prevedemo z Greenovim izrekom v
ploskovni integral po ploskvi 47,, ki jo v pre¢nem prerezu o7, ograjuje
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krivulja ¥. Kompatibilnostni pogoj (5.169) preide tako v naslednjo

obliko 5 5
€xz Exy
— —0)dA, =0. 171
/ ( gy oz ) ! (5:171)

n

Pri enkrat sovisnih pre¢nih prerezih lahko poljubno krivuljo % skréimo
na tocko znotraj integracijskega obmocja o7,. V tem primeru je potre-
ben in zadosten pogoj za enolicnost pomika u, kar

Oz Ocgy

oy 0z

—0=0. (5.172)

Pri veckrat sovisnih prerezih z notranjimi odprtinami (slika 5.10)
moramo za krivulje, ki obkrozajo notranje odprtine in jih torej ne
moremo skréiti na tocko znotraj obmocja o7, izpolniti dodatne kom-
patibilnostne pogoje.

Slika 5.10

Dodatne kompatibilnostne pogoje praviloma zapiSemo kar za mejne
krivulje notranjih odprtin %,;. Za (m + 1)krat sovisen precni prerez
z m odprtinami dobimo

7{ du, = ]{{[QEW +0(z— zs)] dy + [26m —0(y— yg)} dz} =0
Gni Gni
(i=1,2,...,m).  (5.173)
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Dobljeno enacbo preuredimo

2]{ (Exy dy + €42 dz) + 9]{ [(z—zs)dy — (y —ys)dz] =0 (5.174)

in drugi ¢len z Greenovim izrekom (5.93) prevedemo na ploskovni in-
tegral po obmocju notranje odprtine o7,;, ki jo ograjuje krivulja %,;.
Ploséino notranje odprtine .o7,; oznac¢imo z A,,; in dobimo

f(exydy—i—emdz) A =0 (i=1,2,...,m). (5.175)
%ni
V skladu z osnovno idejo metode napetosti izrazimo tudi kompati-

bilnostne enacbe z napetostmi. Ob upostevanju konstitucijskih zvez
(5.130) iz enacb (5.172) in (5.175) sledi

00y, 004y

oy 0z

—20G =0 (5.176)

jI{ (Ogydy + 04, dz) —20GA,; =0 (i=1,2,...,m). (5.177)
<€7’Li
Navidez smo s tem nalogo Se bolj zapletli, saj smo dobili dodatne enac-
be. V resnici pa se nadaljnje reSevanje problema znatno poenostavi,

¢e vpeljemo napetostno funkcijo p(y, z), s katero izrazimo napetosti na
naslednji nacin

Opy = 0G g—f
5 (5.178)
¥
Opr = —0G 3y

Z vstavitvijo tako definiranih napetosti v ravnotezni pogoj (5.154)
se hitro izkaze, da je ta pogoj identi¢no izpolnjen in ga v nadalje-
vanju ni vec¢ treba upostevati. Kompatibilnostni pogoj (5.176) pa ob
upostevanju substitucije (5.178) preide v naslednjo obliko

7+7+2=0 ali Vo.o+2=0. (5.179)
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To je tako imenovana Poissonova diferencialna enacba enakomerne
torzije, ki hkrati predstavlja ravnotezni in kompatibilnostni pogoj in
jo reSujemo ob robnem pogoju (5.162). Tudi ta pogoj izrazimo z
napetostno funkcijo ¢ in za plas¢ .#},; dobimo

Oyz €ny + 02z €z = 0G (g—f eny — g—z em) =0. (5.180)
Robni pogoj (5.180) je ugodno izraziti v naravnih koordinatah s in
n, ki se nanaSajo na medsebojno pravokotna bazna vektorja e, vzdolz
tangente in e,, vzdolz normale na mejno krivuljo €, (slika 5.7). Smerna
kosinusa normale e,, in e,, izrazimo z enacbama (5.101), vstavimo v
enacbo (5.180) in ob upostevanju pravila za posredno odvajanje dobimo

¢ _

8¢@+8gp@_0 — =
0s

S5ds T Brds 0. (5.181)

S tem smo robni pogoj (5.162) prevedli v zelo prikladno obliko, ki pove,
da mora biti napetostna funkcija ¢ vzdolz mejne krivulje precnega pre-
reza konstantna. Pogoj velja tako za zunanjo mejno krivuljo kot tudi
za mejne krivulje morebitnih notranjih odprtin. Pri tem so lahko kon-
stantne vrednosti napetostne funkcije vzdolz posameznih mejnih krivulj
razlicne. Za napetostno funkcijo na zunanji mejni krivulji €, pravi-
loma privzamemo kar vrednost ¢, = 0. Kot kazeta enacbi (5.178),
sta napetosti o, in o0, izrazeni z odvodi napetostne funkcije, zato
poljubna izbira konstantne vrednosti napetostne funkcije na eni izmed
mejnih krivulj ni¢ ne vpliva na kon¢ne rezultate.

Pri enkrat sovisnih prec¢nih prerezih izraza Poissonova diferencialna
enacba (5.179) potrebni in zadostni pogoj za enoli¢nost pomika wu,.
Pri veckrat sovisnih prerezih pa moramo izpolniti Se dodatne kompati-
bilnostne pogoje (5.177) za vsako od notranjih odprtin. Z napetostno
funkcijo ¢ jih zapiSemo takole

—dy — —d —2A,;=0. 182

ni
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Izraz v okroglem oklepaju pod integralom lahko ob upostevanju enach
(5.101) se nadalje preoblikujemo

¢ 0p 4. — (9% + L e, : 1
d ydz ( » eny enz | ds (5.183)

Parcialna odvoda, ki nastopata v gornji enacbi, sta komponenti gradi-
enta f skalarnega polja ¢(y, 2)

f=/fye,+ f.e, =gradp = g—;j e, + g—f e, . (5.184)
Enacbo skalarno pomnozimo z e, in po analogiji z enac¢bami (1.63)
dobimo
f-e,=fyeny+ fren:=fn= 42 : (5.185)
on

Dodatne kompatibilnostne pogoje (5.182) za veckrat sovisne prereze
lahko sedaj zapiSemo kot sledi

)

j[—“pderzAm:o (i=1,2,...,m). (5.186)
on

<€7’Li

Pri enkrat sovisnih prerezih dobimo napetostno funkcijo ¢ kot resitev
kompatibilnostne ena¢be (5.179) ob robnem pogoju (5.181). Pri veckrat
sovisnih prerezih upostevamo Se dodatne kompatibilnostne enacbe
(5.186) in z njimi dolo¢imo vrednosti napetostne funkcije na robovih
notranjih odprtin. V obeh primerih je oc¢itno, da je funkcijska oblika
napetostne funkcije ¢ nad preé¢nim prerezom odvisna le od njegove ve-
likosti in oblike, ni¢ pa od obtezbe, nacina podpiranja in materialnih
lastnosti nosilca. Napetostna funkcija ¢ je torej geometrijska karak-
teristika precnega prereza, tako kot njegova ploscina, obseg, upogibni
vztrajnostni momenti, lega tezis¢a in podobno.

Preostane nam Se dolocitev specificnega torzijskega zasuka 6. V ta
namen zapisimo enacbo (5.153), ki predstavlja povezavo z zunanjo
obtezbo, z napetostno funkcijo ¢

_ dp | O¢
M, = QG/ (y dy + Z@z) dA, . (5.187)
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Ce vpeljemo okrajsavo
dp | Op
I, =— — — | dA,, 5.188
(5 +:5) (5.158)

dobimo zvezo med torzijskim momentom prereza M, in specificnim
torzijskim zasukom 6 v preprosti obliki

M, = 0GI, . (5.189)

Z uporabo zveze (5.143) lahko sedaj zapisemo osnovno deformacijsko
enacbo enakomerne torzije v naslednji obliki
o dwg M,

= ) 1
dx G, (5-190)

Glede na podobnost dobljene enacbe z enacbama (5.77) in (5.78) imenu-
jemo koli¢ino I, torzijski vztrajnostni moment precnega prereza <.
Oznaka je upravicena, saj iz enacbe (5.188) sledi, da je I, odvisen le od
velikosti in oblike prereza 7. Pri prakticnem delu bi bilo vrednotenje
torzijskega vztrajnostnega momenta I, iz enacbe (5.188) zamudno, Se
posebej pri veckrat sovisnih prerezih. Pomagamo si na naslednji nacin:
v enacbi (5.188) upostevamo pravilo za odvajanje produkta in enac¢bo
zapisemo takole

I, = —/ {%(yg@) + %(zgp)} dA, + 2/godAx. (5.191)

Prvega od integralov na desni strani prevedemo z Greenovim izrekom
(5.93) na integral po sklenjeni krivulji €, ki ograjuje pre¢ni prerez .o,
in dobimo
Ix:f[gp(zdy—ydz)} +2/gpdAx. (5.192)
Cx e/
Pri (m + 1)—krat sovisnem prerezu sestavimo sklenjeno mejno krivuljo
€, iz vet delov, tako da z njo zajamemo celotno obmocje precnega
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prereza <, (slika 5.11). Integrali vzdolz ravnih odsekov integracijske
poti, s katerimi pridemo z zunanje mejne krivulje na notranjo in nazaj,
se odstejejo, saj integriramo isto funkcijo enkrat v eni, drugi¢ pa v drugi
smeri. Preostane nam torej integriranje po zunanji mejni krivulji %,
kjer ima napetostna funkcija konstantno vrednost ¢, ter po notranjih
mejnih krivuljah %,; (i = 1,2,...,m), kjer ima napetostna funkcija
konstantne vrednosti ¢,;

Slika 5.11

I, = ng?{(zdy—ydz) —|—Zg0mj{(zdy—ydz) +2/g0dAx.

(5.193)

Kakor smo ze omenili, privzamemo za napetostno funkcijo na zunanji
mejni krivulji vrednost ¢, = 0, integrale vzdolz notranjih mejnih krivulj
pa z Greenovim izrekom prevedemo na ploskovne integrale po notranjih
odprtinah. Pri tem moramo v Greenovem izreku spremeniti predznak
ploskovnega integrala, ker integriramo v sourni, torej “negativni” smeri.
Tako dobimo kon¢éno formulo za racunanje torzijskega vztrajnostnega
momenta

I, = 2/ dAz +2)  oniAni- (5.194)
o, =1
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Kot vidimo, je torzijski vztrajnostni moment I, enak dvojni prostornini
obmocja, ki ga doloca napetostna funkcija ¢ nad preénim prerezom .7,

Zaporedje racunskih postopkov pri resevanju problema enakomerne
torzije po metodi napetosti je sedaj jasno pred nami: najprej ob
upostevanju robnih pogojev (5.181) iz Poissonove enacbe (5.179)
dolo¢imo napetostno funkcijo ¢(y, z); pri veckrat sovisnih prerezih
moramo uporabiti Se dodatne kompatibilnostne pogoje (5.186), ki nas
pripeljejo do konstantnih vrednosti napetostne funkcije nad m notra-
njimi odprtinami ¢,; (i = 1,2,...,m). Sedaj lahko z enac¢bo (5.194)
izracunamo torzijski vztrajnostni moment I,, z enacbo (5.190) pa tudi
specificni torzijski zasuk 6. Izracunamo Se parcialne odvode napetostne
funkcije ¢ po koordinatah y in z ter po vstavitvi v enacbi (5.178)
dobimo strizni napetosti o,, in o,,. Kotni deformaciji €,y in €,
dolo¢imo iz konstitucijskih enach (5.130). Ce se omejimo na dvojno
simetricne prereze, pri katerih se torzijsko sredisce S ujema s tezis¢em
T (ys = zs = 0), lahko z enacbama (5.157) in (5.158) doloc¢imo par-
cialna odvoda pomika u, ter njegov popolni diferencial

_Gumd _}_Gum
-y 4 0z

dug dz. (5.195)

Pomik u, poljubne tocke T' pre¢nega prereza <7, lahko sedaj izracunamo
v odvisnosti od pomika wu, referencne tocke Ty

Uz (T) = ux(To) + /T du,, . (5.196)

To

Integral v gornji enacbi je nedvomno neodvisen od izbire integracijske
poti med tockama Ty in T', saj smo z izpolnitvijo enacb (5.179) in (5.186)
zagotovili enolicnost pomika wu,,.

Ker poznamo specifiéni torzijski zasuk 6, lahko iz enacb (5.159) do
(5.161) brez tezav dolo¢imo tudi torzijski zasuk w, ter pretna pomika
Uy 1N U

15



5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Enakomerna torzija nosilca z votlim elipti¢nim prerezom

Nosilec z elipticnim ali kroznim pre¢nim prerezom je primer, pri
katerem je mogoce poiskati analiticno resSitev Poissonove diferencialne
enacbe enakomerne torzije.

a a

Tn(yn; Zn)

TZ(yz;ZZ)

Slika Z-5.10 a

Vzemimo, da je zunanja mejna krivulja prereza elipsa &, s polosema a
in b (a > b), notranja mejna krivulja pa podobna elipsa %,, s polosema
ka in kb (0 < k < 1) (slika Z-5.10 a). Enacbi mejnih krivulj sta tako

o ()

ar ()G

Za Poissonovo diferencialno enac¢bo enakomerne torzije (5.179)

(a)

— + 55 +2=0 b
o ()

je ocitno, da lahko njeno splosno resitev vedno poiS¢emo v obliki poli-
noma druge stopnje. V naSem primeru jo glede na obliko pre¢nega

16



5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

prereza vzamemo v naslednji obliki

n=c [+ () -], o

kjer je C' zaenkrat neznana konstanta. Z vstavitvijo drugih parcialnih
odvodov funkcije ¢ v ena¢bo (b) dobimo

2C  2C a’b?

¢
N—

in resitev enacbe (b) je

a?b?

a0 G) ] (@)

Hitro se lahko prepricamo, da dobljena resitev zadosca tudi robnim

90:

pogojem. Iz enacbe (5.181) sledi, da mora biti funkcija ¢ konstantna
tako vzdolz zunanje mejne krivulje €, kakor tudi vzdolz notranje mejne
krivulje %,,. Vrednost napetostne funkcije na zunanjem robu dobimo z
zapisom enacbe (d) v poljubni tocki T, (y., z,)

a?b?

A ORI .

in zaradi prve od enacb (a) sledi

902207 (f)

kar smo ze omenili kot najpreprostejSo moznost izbire vrednosti na-
petostne funkcije na zunanjem robu. Vrednost napetostne funkcije na
notranjem robu prereza dobimo tako, da v resitev (d) vstavimo koor-
dinate tocke T}, (yn, 2n)

a?b?

L [<%>2+<%>2‘1]~ (9)
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

ODb upostevanju druge od enacb (a) po krajsi izpeljavi dobimo
a’b?

a2 + b2 (1_k2>' (h>

Pn =

Napetostna funkcija v obliki (d) je torej prava resitev problema
enakomerne torzije pri nosilcu z votlim elipticnim prerezom. Primer-
java enacbe (d) z enacbama (a) tudi pove, da so izohipse napetostne
funkcije nad elipticnim prerezom prav tako elipse.

Torzijski vztrajnostni moment prereza o7, izra¢unamo z enacbo (5.194)

212 1 1
a
o,

a? + b? b
éZ{I T 'Q{Z
a?b? 9
2 (L=F) A (4)

Geometrijske karakteristike votlega elipticnega prereza so

Ax:/dAx = mab (1 — k?)

I, = /y2 dA, = iﬂa?’b (1 — k4)
2
" ma3b’
me(l_k4)' (k)
Specifiéni torzijski zasuk 6§ dolo¢imo z enacbo (5.190)
90— M a? +b? )

T Gradkd(1 — kYY)

18



5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

strizni napetosti 0., in 0,, pa z enacbama (5.178)

2M,
Opy = ——— 2
Y wab3(1 — k*) )
2M, (m
Ogz =

7ab(l — k4 7

Enacbi povesta, da je strizna napetost o, linearna glede na koordinato
z, napetost o,, pa linearna glede na y.

z

Slika Z-5.10 b

Slika Z-5.10 b prikazuje potek striznih napetosti vzdolz koordinatnih
osi. Napetosti sta najvecji na robu, proti sredis¢u prereza pa se line-
arno zmanjsujeta. Ce je prerez poln (brez notranje odprtine), je mate-
rial v sredini bistveno manj izkorisc¢en kot na robu. Zato so pri torzijski
obtezbi najbolj ekonomicni nosilci z votlim precnim prerezom in ¢im
tanjsimi stenami (enoceli¢ni ali vecceli¢ni tankostenski nosilci). Ce so
stene tanke v primerjavi s sicersnjimi izmerami prereza, lahko zane-
marimo spreminjanje strizne napetosti po debelini stene in racunamo
kar z enakomernim torzijskim striznim tokom vzdolZz srednje ¢rte stene
prereza. S preucevanjem opisanih nosilcev se ukvarja posebna veja kon-
strukcijske mehanike — teorija tankostenskih nosilcev.
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

1z konstitucijskih enacb (5.130) dolo¢imo Se kotni deformaciji €4, in €,

— _ Mx
Sy T T Grabd(1— k)
o (n)
Exz =

Gra®b(1 — k4 V-

Dolo¢imo Se izbocitev precnega prereza, ki je izrazena z vzdolznim
pomikom u,. Ob upostevanju enacb (5.195) in (5.196) dobimo
y
um(x,y,z) — um(\T)—F\/ |:2€my +9(Z—ZS>:|Z:0 dy—i—
0

/OZ [Q‘sz - Q(y - yS)] dz . (0)

Za referencno tocko smo izbrali kar tezisce precnega prereza T'(z,0,0).
Glede na dvojno simetrijo prereza 7, vzamemo, da se tocka T ni¢ ne
pomakne v vzdolZzni smeri, kar pomeni, da je u,(T) = 0. Razen tega
se tocka T ujema s torzijskim sredisCem prereza S, zato je ys = 0 in
zs = 0 in po vstavitvi zvez (1) in (n) sledi

M, (b* —a?)
Uz (2, y, 2) = Nel m Y=z (p)
Izbocitvena ploskev, ki jo opisuje enacba (p), je v diferencialni ge-
ometriji znana kot hiperboli¢ni hiperboloid.

Kon¢no si kot poseben primer oglejmo votli krozni prerez. Tedaj je
a =b=rin iz enacb (d) do (n) sledi

90=% (r* —y* = 2%) (r)

Pn = % (1-%7) ()
7T7“4

L == (1-k") (3)
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

M,
b= Grri (1 — k%) (*)
mrd(1 — k%)
2M.
Opz = —fr—— Y (v)
mr (1 — k)
M,
Exy =~ 2 (2)
Grrd(1 — k%)
M.
€z = Y. (2)
Grrd(1 — k%)

Iz enatbe (p) pa sledi nekolikanj presenetljiva ugotovitev, da pri
enakomerni torziji kroznega prereza ne pride do izbocitve (u, = 0).

Enakomerna torzija nosilca z ozkim pravokotnim prec¢nim pre-
rezom

V prejsnjem zgledu smo ugotovili, da so izohipse napetostne funkcije
nad elipticnim pre¢nim prerezom tudi elipse. Predstavljajmo si, da
elipticni precni prerez postopoma preoblikujemo v pravokotnega, tega
pa Se naprej, tako da postane visina prereza h veliko vecja od njegove
Sirine oziroma debeline § (slika Z-5.11 a). V tem primeru so izohipse
prakti¢no povsod razen v neposredni blizini krajsih robov vzporedne z
daljSo stranico prereza. To pomeni, da se napetostna funkcija v smeri
viSine prereza ne spreminja in v naSem primeru lahko za pretezni del
prereza vpeljemo poenostavitev

o _

5, 0. (a)

Prva od ena¢b (5.178) pove, da na omenjenem obmoé¢ju ni strizne
napetosti o,y

Oy = eeg—f =0. (b)
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Poissonova diferencialna enacba (5.179) postane ob poenostavitvi (a)
navadna diferencialna enacba drugega reda
0%
o ©
s splosno resitvijo
p=—y’+Ciy+Cs. (€)

kjj Oey =0

Yz=

&JJ | 5

z

Slika Z-5.11 a



5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Integracijski konstanti C'; in C; dolo¢imo iz pogoja, da mora biti
vrednost napetostne funkcije na robovih y = +0/2 enaka nic

D)D) o e W

Resitev Poissonove diferencialne enacbe na preteznem delu ozkega pra-
vokotnega prereza je torej

==yt (e)

Torzijski vztrajnostni moment I, dolo¢imo z enac¢bo (5.194), kjer vza-
memo dA, = hdy in dobimo

0/2 52 1

s/2 3
(f)

Specifi¢ni torzijski zasuk 6 je po enacbi (5.190)

_3M,

0_ Gh537 (g)

strizna napetost o,, pa po drugi od enacb (5.178)

6M,
Ozz = ho3 Y. (h)

Napetost o, je torej linearno razporejena po debelini prereza §. Naj-
vecje vrednosti doseze na robovih (y = £6/2) (slika Z-5.11 b)

3M, .
ho? (7)

Ous (y = +6/2) = +

Za kontrolo vstavimo dobljeno napetost o,, v enacbo (5.153). Ob pred-
postavki (b) dobimo
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

M, :/(yam — 204y)dA
oy

Ory(0,2) ‘

Ozy#0
T2z (Y)
Y Ozy=0
Ozz(y)
N
S
S-
T2z (Y)
& Ozy#0
0y (0,2) 4&
z

Slika Z-5.11 b
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_ 6M,
I YE

[V][S9)

M, .
h y2dy=7- (5)

[V][e9)

Rezultat je ocitno protisloven,
odgovor pa je skrit ravno v vpli-
vu napetosti o4y, ki smo jih v
dosedanjih izpeljavah zanemari-
li. Teh napetosti ob privzeti
poenostavitvi ne znamo dolo-
Citi, vendar je jasno, da sta
ob krajsih robovih ozkega pra-
vokotnega prereza prvi odvod
napetostne funkcije po z in s
tem tudi strizna napetost oy
razlicna od ni¢ (slika Z-5.11 b).
Kakor smo ugotovili ze pri elip-
ticnem prerezu, so strizne na-
petosti na robovih, ki sta bolj
oddaljena od tezisca, manjse od
tistih na “daljsih” robovih in
torej navadno niso merodajne za
dimenzioniranje. Zaradi vecje
rocice glede na teziSte prereza
pa o€itno ravno napetosti o,
na krajSih robovih prispevajo
manjkajoco polovico torzijske-
ga momenta v pretnem prerezu.



5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Enakomerna torzija nosilca s sploSnim pravokotnim precnim
prerezom

Pri nosilcu s splosnim pravokotnim prec¢nim prerezom, ki ne ustreza
predpostavki o ozkem pravokotnem prerezu, analiticne reSitve prob-
lema enakomerne torzije niso znane. V literaturi pa najdemo raz-
licne numericne reSitve, izpeljane na primer s Fourierovimi vrstami,
z metodo kon¢nih diferenc ali z metodo konénih elementov. Na os-
novi primerno natanc¢nih numericnih rezultatov so za prakticno rabo
pripravljene tabele koeficientov za razmeroma preprosto in hitro izvred-
notenje najpomembnejsih torzijskih koli¢in v poljubnem pravokotnem
precnem prerezu.

Preglednica T-1

h/b 7 5 ¥
1 0.423 | 1.603 | 1.000

1.5 0.588 1.443 0.859

h>b

2 0.687 1.355 0.795

2.5 0.747 1.292 0.766

3 0.789 | 1.248 | 0.753

L b 4 0.843 | 1.182 | 0.745
3 6 0.897 | 1.115 | 0.743

3 M, 8 0.921 | 1.086 | 0.742

Tmax = Ozxz (A) = B

hb?

10 0.939 1.065 0.742

7" = 04y(B) = Y Tmax
00 1.000 1.000 0.742

V' Preglednici T-1 so podani koeficienti, s katerimi glede na dejansko
razmerje stranic pravokotnega prereza doloc¢imo torzijski vztrajnostni
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

moment [, najvecjo strizno napetost 7,,4., ki nastopa na sredini daljse
starnice pravokotnika, in pripadajoco strizno napetost 7* na sredini
krajSe stranice. Pri tem sta koeficienta 1 in 3 korekcijska faktorja
za dolocitev torzijskega vztrajnostnega momenta in najvecje strizne
napetosti glede na vrednosti, ki bi ju dobili z uporabo formul za ozek
pravokotni prerez.

Odprt precni prerez, sestavljen iz pravokotnih podprerezov

Pri prakticnem delu v konstrukcijski mehaniki imamo pogosto opraviti s
pre¢nimi prerezi, sestavljenimi iz pravokotnih podprerezov. Kot primer
vzemimo precni prerez, sestavljen iz treh pravokotnih podprerezov, od

katerih nobenega ne moremo obravnavati kot izrazito ozek pravokotnik
(Slika T-9)

e
by

@
ha

Ittt

©
bs

Slika T-9

Pri tem se postavi vpraSanje, kako se celotni notranji torzijski mo-
ment M, porazdeli med posamezne podprereze. Odgovor poisc¢emo
ob upostevanju osnovne predpostavke, da se prerez pri torzijski obre-
menitvi v svoji ravnini vrti okrog vzdolzne osi nosica kot toga Sipa. To
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

pomeni, da so specifi¢ni torzijski zasuki vsakega podprereza enaki torzi-
jskemu zasuku prereza kot celote, torej so tudi enaki med seboj. Deleze
celotnega torzijskega momenta, ki jih prevzamejo posamezni podpre-
rezi, oznac¢imo z Ma(;l) , Ma(;g) in Ma(;?’) , tako da je

M, =M® +M® + M®. (T.91)
Ce vzamemo, da so vsi podprerezi iz enakega materiala s striznim mod-

ulom G, in zahtevamo, da so specifiéni torzijski zasuki (1), 6 9()
enaki med seboj, sledi

(1)
o _Ms o ) g
GIé]') x x
y®
P — T g - M®P = 9GI® (T.92)
GI;Q) T T
(3)
g = Mo g — M® = 9GI®)
Gfég) T T

Pri tem je 0 specificni torzijski zasuk prereza kot celote

M

[ —
GI,’

(T.93)

Z ]3(31), Ia(f) in ]3(33) pa smo oznacili torzijske vztrajnostne momente
posameznih pravokotnih podprerezov. S tem iz enacbe (T.91) sledi

M, = 0G (I;U +I 4 J;3>) . (T.94)

Primerjava z enac¢bo (T.93) pove, da je torzijski vztrajnostni moment
sestavljenega prereza enak vsoti torzijskih vztrajnostnih momentov
posameznih podprerezov

L=T1Y 4+ 13 41 (T.95)

27



5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Enacbe (T.92) lahko sedaj zapisemo takole

7
MM = M, ==
T Ix
) 17
M = M, (T.96)
(3)
MP = M, L

T

Dobljene enacbe kazejo, da se torzijski moment porazdeli po posamez-
nih podprerezih v razmerju njihovih torzijskih vztrajnostnih momen-
tov. V primeru, da bi bili podprerezi iz razlicnih materialov s striznimi
moduli G, G, G®), bi s podobnim razmislekom kot zgoraj dobili

M, =0 (G“)I;l) +GAI® 4 G<3>I§f>>) (T.97)

in porazdelitev torzijskega momenta M, po podprerezih v razmerju
njihovih torzijskih togosti

1) 7(1)
MO — A 00
* GO + 1P 4+ a1

2) 7(2)
MP =M Sandt

; T.98
G(1)]9(61) + G(Q)Ig(;z) + G(3)L§3) ( )

3) 7(3)
v ¢V L g1 4 g3

Prakticni postopek pri dolocitvi torzijskih kolicin homogenega prereza,
prikazanega na sliki T-9, bi torej zaceli z dolo¢itvijo razmerij med daljso
in krajso stranico za vsakega od podprerezov in odcitkom ustreznih
koeficientov iz preglednice T-1
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

h
podprerez 1 : b—l — m, B, M
1
hy
podprerez 2 : o — N2, B2, 72 (7.99)
2
h3
podprerez 3 : b — n3, B3, V3
3

Za razmerja, ki ne sovpadejo s podatki v preglednici, lahko z zadostno
natancnostjo uporabimo linearno interpolacijo med podanimi vrednost-
mi.

V nadaljevanju izracunamo torzijske vztrajnostne momente posameznih
podprerezov in torzijski vztrajnostni moment prereza kot celote

hab3
Ia(sl) = %
3
12 =g % = L=1I0+1® 41 (7.100)
hsb
I;gg) =13 %3

S tem lahko iz enacbe (T.93) ali (T.97) izratcunamo specificni torzij-
ski zasuk 6, iz enacb (T.96) ali (T.98) pa tudi deleze torzijskega mo-
menta, ki jih prevzamejo posamezni podprerezi. V naslednjem koraku
pa izracunamo Se najvecje strizne napetosti na sredini daljSe stranice
ter ustrezne strizne napetosti na sredini krajsSe stranice vsakega od pod-
prerezov

3y .

I
M

We=hie o @ oy, (110
3M) .

I
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5.4 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Cista torzija ravnega nosilca z zaprtim enoceli¢nim tankosten-
skim pre¢nim prerezom

Razporeditev striznih napetosti pri ¢isti torziji votlega elipti¢nega pre-
reza kaze, da najvecCje napetosti nastopajo na zunanjem robu prereza,
material v notranjosti prereza pa je napetostno slabo izkoris¢en. Zato je
za prenasanje torzijske obtezbe ugodno izbirati zaprte tankostenske pre-
reze, pri katerih je material nameScen ¢im bolj ob zunanjem robu pre-
reza. O tankostenskem zaprtem precnem prerezu govorimo v primeru,
da je stena zaprtega prereza zelo tanka v primerjavi z drugimi dimenzi-
jami prereza, na primer z njegovo visino ali Sirino. Na (sliki T-1) je
prikazan tankostenski prerez of,., ki ga dolocata zunanja in notranja
mejna krivulja €, in %,,. Votli del prereza je oznacen z <7,.

Slika T-1

Pri poljubno oblikovanem zaprtem profilu z neenakomerno debelino
stene ¢ je ugodno namesto kartezijskih prereznih koordinat (y, z) vpe-
ljati “naravni” koordinati (7, (). Pri tem je ¢ lo¢na dolzina tako ime-
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Nosilec z zaprtim enoceliénim tankostenskim preénim prerezom

novane srednje ¢rte prereza %5, ki poteka po sredini debeline stene in
ograjuje srednjo ploskev @7;. Koordinati ( sta v vsaki tocki srednje ¢rte
prirejena medsebojno pravokotna enotska bazna vektorja e, in e¢, prvi
v smeri normale in drugi v smeri tangente na srednjo ¢rto. Po analogiji
z ozkim pravokotnim prerezom lahko tedaj vzamemo, da se napetostna
funkcija ¢ vzdolz srednje krivulje %, torej v odvisnosti od koordinate
¢, ne spreminja

¢
¢

Pripadajoci strizni napetosti 0, in 0,¢ izrazimo z napetostno funkcijo

= 0. (T.1)

¢ po analogiji z enacbama (5.178)

Dy . dy
=0G— —0G— T.2
ac in an (T.2)
Poissonova enacba ¢iste torzije se v koordinatah (n, ) glasi
0? 0%
o, —90 +2 72 190, (T.3)

0¢?
Ob upostevanju poenostavitve (T.l) iz prve od enach (T.2) sledi, da je

0.y = 0 povsod na tankostenskem prerezu, Poissonova enacba pa preide
v navadno diferencialno enacbo drugega reda glede na koordinato n

0%y
— =—2. T4
e (T.4)
Splosna resitev te enacbe je
p=-—1"+Cin+Cy. (T.5)

Integracijski konstanti C; in C5 dolo¢imo iz pogoja, da mora biti vred-
nost napetostne funkcije na zunanjem robu prereza enaka ni¢, na no-
tranjem robu pa enaka neki konstantni vrednosti ¢,

J n
o(r=-3) = =%

5 — o 02 (T.6)
90(?72 5)20 = 5ty
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Resitev Poissonove diferencialne enacbe je torej

2 90 Son 52
— Ty 7 T.
© SNt 5t (T.7)

Torzijski vztrajnostni moment I, dolo¢imo z enachbo (5.194), kjer
upostevamo, da imamo samo eno notranjo odprtino s plos¢ino A,,, ki ji
pripada konstantna vrednost napetostne funkcije ¢,

I, = 2/g0 dA, + 20, A, . (T.8)
dm

V prvem ¢lenu vzamemo dA, = dnd( ter integriramo po ¢ vzdolz skle-
njene srednje crte €5 in po n v mejah od —6/2 do +6/2

S

2 ; 52

]m=2]{/(—nQ—%nJr%wLZ)dnngngonAn. (T.9)
C.

3
2

Po izvrednotenju integrala po debelini stene sledi

Jm=%f53dg+gon7§5d<+2gonAn. (T.10)
Cs Cs

Integral v drugem ¢lenu predstavlja plos¢ino materialnega dela prereza
Ay

Aij{(st, (T.11)
Cs
zato lahko piSemo

J$=§f53dc+2¢n(An+%) : (T.12)

Pri tankostenskem prerezu je izraz v oklepaju prakticno enak ploscini
A, srednje ploskve o7;, vrednost integrala v prvem ¢lenu pa je odvisna
od tretje potence majhne debeline stene ¢ in je zato zanemarljivo majh-
na v primerjavi z vrednostjo drugega clena
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As
A=At =

% 7{53 d¢ < 2p,As. (T.13)
Cs

Torzijski vztrajnostni moment zaprtega enocelicnega tenkostenskega
prereza lahko torej dovolj natan¢no izra¢unamo s preprosto formulo

I =2p,4,. (T.14)

Seveda pa moramo najprej dolociti vrednost napetostne funkcije ¢,, na
notranji konturi %,,. V ta namen uporabimo dodatni kompatibilnostni
pogoj (5.186) za prerez z eno notranjo odprtino, ki pa ga tokrat ob
upostevanju tankostenske narave nosilca zapiSemo za srednjo krivuljo
%5 in glede na koordinatno bazo (e, e¢)

7{5_90
on

S

d¢ = —2A,. (T.15)
n=0

Poudarili smo, da je pri integriranju po krivulji €, vseskozi n = 0. Z
odvajanjem enacbe (T.7) dobimo

L gl —_¥n (T.16)
on ) o |,—o )
Ker je ¢, konstanta, iz enacbe (T.15) sledi
d 2A,
| §
s <gs

Z vstavitvijo v enac¢bo (T.14) dobimo tako imenovano 2. Bredtovo for-
mulo za dolocitev torzijskega vztrajnostnega momenta zaprtega eno-
celicnega tenkostenskega prereza

W

= 4 (T.18)

g

[V V]

oa|§;
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S tem lahko ob upostevanju enacbe (5.190) dolo¢imo specificni torzijski

zasuk 6
_ M. [dC
C4GAZ f 6
<gs

(T.19)

Glavni cilj naloge pa je seveda doloc¢itev napetosti. Iz druge od enach
(T.2) in prve od enacb (T.16) sledi

M.T n
Ouc = T (277 + %) . (T.20)

Kakor vidimo, je strizna napetost o,¢ linearna funkcija koordinate n,
ki se na obmocju stene prereza spreminja v mejah od —§/2 do +4d/2.
Najvecjo vrednost doseze na zunanjem, najmanjSo pa na notranjem

i eneloe £) <R30

= o=4) (50

Pri tankostenskem prerezu je jasno, da se robni vrednosti napetosti

robu prereza

(T.21)

le malo razlikujeta med seboj. Zato pri prakti¢cnih nalogah dosledno
racunamo kar z enakomerno povprecno vrednostjo strizne napetosti o,¢,
za katero obic¢ajno vpeljemo tudi preprostejso oznako 74 (slika T-1)

M, oy,
51,

Ts = Og¢ = 0z¢ (= 0) — Ts = (T.22)
Za torzijski vztrajnostni moment I, vstavimo izraz (T.14) in dobimo
1. Bredtovo formulo za strizno napetost v tanki steni zaprtega eno-

celicnega prereza
M,

20A,

Dobljena formula pove, da je strizna napetost v steni zaprtega pre-

(T.23)

Ts =

reza najvecja tam, kjer je debelina stene najmanjsa. Ce enacbo (T.23)
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pomnozimo z d, dobimo tako imenovani strizni tok gs, ki je enakomeren
vzdolz celotne srednje krivulje prereza %

M.
=07, = —— = konst. T.24
qS S 2 AS ( )
Opazimo lahko analogijo s tokom idealne tekocine po cevi spre-
menljivega prereza, pri cemer vlogo ploscine prereza prevzame debelina
stene ¢, vlogo hitrosti pa torzijska strizna napetost 7.

Cista torzija ravnega nosilca z zaprtim veccelicnim tankosten-
skim pre¢nim prerezom

Podobno kot pri nosilcu z enocelicnim prec¢nim prerezom ravnamo
tudi pri doloc¢itvi mehanskega stanja nosilca z veccelicnim zaprtim
tankostenskim prerezom pri ¢isti torzijski obtezbi. Oglejmo si primer
preCnega prereza s tremi notranjimi odprtinami (slika T-2.a).

Sredinske ¢rte obodne in notranjih sten tvorijo srednje krivulje €51, @52
in %3, ki obkrozajo srednje ploskve nad posameznimi odprtinami
g1, Ay In g3 s ploséinami Agq, Ago, As3.  Konstantne vredno-
sti napetostne funkcije nad konturami notranjih odprtin oznac¢imo s
¥1, P2, £3-
Poissonovo diferencialno enacbo ciste torzije torej resujemo ob enakih
predpostavkah kot v prejsnjem primeru in dobimo tudi enako splosno
resitev

p=-n*"+Cin+Cs. (T.25)

Pri doloc¢anju integracijskih konstant C'; in C'; moramo tokrat uposte-
vati, da sta pri notranjih stenah obe robni vrednosti napetostne funkcije
razliéni od ni¢ (slika T-2.b)

4] _
80(7]:—5)=¢B 6’1:7%0’45%03
— ) (T.26)
= é = C :7¢A+¢B+5_
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Prerez I-1 = -

Slika T-2

Resitev Poissonove diferencialne enacbe je torej

- + &
o= PA_PE 5SDB7]+7SOA 290B+Z (T.27)

s prvim odvodom po 7

YA —¢B Dy YA —¢B
9 _ o5, PATPB gy — A ¥B (798
g - Tt A 5 (T.28)

Vrednosti napetostne funkcije nad notranjimi odprtinami @1, @3, 3
izracunamo iz dodatnih kompatibilnostnih enacb, ki jih zapisemo vzdolz
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sklenjenih srednjih ¢rt @51, €52, €s3 okrog notranjih odprtin

2 4= 24,
<gsl ,r] 77:0

dp

“C| de=-24,

ol o ¢ 2 (T.29)
<€52

gﬁ d¢ = —2A,;.
%53 ,r] T]:O

Nastopajoci prvi odvodi napetostne funkcije o¢itno niso gladke funkcije
vzdolz srednjih krivulj. Zato srednje krivulje razdelimo na odseke,
vzdolz katerih so integrandi gladke funkcije in krivuljne integrale po
sklenjenih krivuljah izracunamo kot vsote integralov po posameznih
odsekih. Za¢nimo s prvo od enacb (29). Na odseku od tocke 1 do tocke
3je pa = . =01in pp = @1, na odseku 32 je o4 = @3 in Yp = @1,
na odseku 21 pa je p4 = 2 in pp = 1. Ob upostevanju enacb (28)
se prva od enach (29) glasi

/130;¢1d<+/ rEe d“/ S A )

Podobno zapisemo tudi preostali dve dodatni kompatibilnostni enacbi
in dobimo

1
0_
/ ¢2d¢+/ LT g02d¢+/ P32 g — 2 A,
.0 5 , 9

4

0_
/ $03dc+/902 903d<+/901 SOst_ oA,
.0 5 , 0

Ker so 1, 2, @3 konstantne vrednosti, po ureditvi in mnozenju z —1

(31)

37



Nosilec z zaprtim enoceliénim tankostenskim preénim prerezom

sledi

dg

ac /1%_ /
¥1 5 9022 5 9033

d
+902j[§—903/
2

%s 1

oy /12%

52

2
d
_C :2A51

4
% :2A52

4]

J

3dc¢ 2 d¢ d¢
_ = - — =2A..
901/2 5 902[1 5 +9037{ 5 3
%\93

Z vpeljavo okrajsav

_ dq
aylr = 5
Cgsl
a —_/2%
21 ) 5
i = — [ %
31 ) 5
ter
by =2Aa

lahko sistem (32) zapisemo v pregledni obliki

L5
aig = — —
12 ) 5
e
22 — 5

<€s2
. ——/2%
32 Y
by =2 Ago

2 dC

a = — —

e [
24 ) 5
a = —dC
33 — 5

ai1 p1 + aiz P2 +aiz p3 = by

a21 @1 + a22 Y2 + az3 Y3 = by

azi p1 + azz P2 + azs p3 = b3.

(32)

(33)

(34)

Tako smo dobili sistem linearnih algebrajskih enacb, iz katerega brez

tezav dolo¢imo konstantne vrednosti napetostne funkcije 1, @2 in @3.

Dobljene ugotovitve lahko posplosimo za primer tankostenskega pre-

reza z N notranjimi odprtinami. Tedaj lahko sistem kompatibilnostnih
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enacb na kratko zapiSemo z enacbo

N
Y aje;=b  (i=12,...,N) (35)
j=1

ali v matri¢ni obliki

[aij] {on} = {bz} (27.7 =12 ..., N) (36)

Koeficienti a;; in desne strani b; so podani z izrazi

S
Qi; = F
Csi
G #7) ... aij:—/%:aﬁ (,j=1,2,...,N) (37)
lij
b; =2A,.

Pri tem smo z [;; oznagili skupni odsek srednjih krivulj €5; in €, torej
dolzino skupne stene med celicama ¢ in j.

Z vstavitvijo reSitve za napetostno funkcijo (27) in izracunanih vred-
nosti napetostne funkcije nad notranjimi odprtinami ¢; v splosno
enactbo za torzijski vztrajnostni moment (5.194) bi na podoben nacin
kakor pri enocelicnem prerezu dobili

N
1 3 3
L =g ]{5 d(+2/5 ¢ +22%Asi. (T.38)
lij =

<€S z

Prvi integral v okroglem oklepaju izvrednotimo vzdolz sklenjene srednje
krivulje @,. obodne stene. S tem prvi ¢len v enacbi (38) predstavlja
prispevek obodne in notranjih sten kot odprtih ozkih profilov k tor-
zijskemu vztrajnostnemu momentu prereza. Vendar lahko z enakim
razmislekom kakor sicer pri tankostenskih zaprtih prerezih prvi ¢len v
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izrazu za [, zanemarimo v primerjavi z drugim in v prakti¢nih nalogah
racunamo s poenostavljeno formulo

N
L =2 ¢iA. (T.39)
=1

Konéno dolo¢imo $e strizne napetosti. Iz druge od enacb (T.2) in prve
od enach (T.28) sledi

M, YA — B
S ) 7.0

V prakticnih nalogah je pri tankostenskih zaprtih prerezih umestno
racunati kar s povprec¢no vrednostjo strizne napetosti 7

_ M,
Ts = Ouc = Og¢ (1 =10) — Ts =57 (e —wa) . (T.41)

Za dimenzioniranje oziroma kontrolo torzijske nosilnosti prereza je pra-
viloma merodajna najvecja vrednost strizne napetosti 7. Da bi ugo-
tovili, kolikSna je ta napetost in kje nastopa, moramo vzdolz vseh sred-
njih krivulj izvrednotiti razmerje med razliko napetostnih funkcij na
robovih ¢ — ¢ 4 in debelino stene 4.

Prispevek torzijskega momenta k dopolnilnemu virtualnemu
delu notranjih sil

V razdelku 5.4 smo po metodi napetosti obravnavali primer ciste torzi-
je ravnega nosilca. Gre torej za primer, ko je notranji torzijski moment
M, enakomeren po celotni dolzini nosilca, edina kinemati¢na kolic¢ina
linijskega racunskega modela, s katero imamo opraviti, pa je torzijski
zasuk w,. V prakticnih konstrukterskih nalogah gre v tem primeru
praviloma za dolocanje razlik torzijskih zasukov na obeh konceh lini-
jskega nosilca. Za boljse razumevanje si oglejmo linijski nosilec, ki je v
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i L
@ Mx:MT
_ [
Wy W,
(5MT 6MT
| ® | OM,=06My
Slika 777

V takem nosilcu nastopa le enakomeren notranji torzijski moment M, =
Mr. Vzemimo, da je torzijski zasuk v krajiséu i enak w?, torzijski
virtualnim torzijskim momentom d M in zapiS§imo izrek o dopolnilnem
virtualnem delu

od koder sledi
(Wl — ) 6My = 6D*(6M,) . 0

Pri tem je d M, notranji torzijski moment, ki pripada virtualni obtezbi
M. Za razliko torzijskih zasukov vpeljemo oznako Aw, = wl —w? in
dobimo

Aw,0Mp = §D*(6M,,) . ()

V obravnavanem primeru dolocata napetostno stanje poljubnega delca
v precnem prerezu strizni napetosti o, in 0., zato je pripadajoci delez
dopolnilnega virtualnega dela notranjih sil dolocen s formalno enakim
izrazom kot prispevek precnih sil pri upogibu

SD*(5M,) = / (222, 500y + 220, 500 dV . 0
vV
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Napetosti 0,y in 0., smo izrazili z napetostno funkcijo ciste torzije

o(y,2)

_ M, 0p
Toy = I, 0z

M, 0y ()
Oxz = _?a_y )

pripadajoci kotni deformaciji pa sta

Ory My Op

=G T a1, 0- ()
) _%__an_go
e T TG T TGL Ay

Virtualni napetosti do,, in do,, dolo¢imo analogno z enacbama ()

00y = OM, 8_@0
i 1, 0z

00z, = —6Mm 8_@0 !
v I, Oy

Izraze () in () vstavimo v enac¢bo () in po ureditvi dobimo

. M6M Op 2 Op
Do) = [ Mk [(a_y) +(az)

V Zgledu 77?7 pokazemo, da je integral po pretnem prerezu .7, ki

dA, dz. ()

nastopa v gornji enacbi, kar enak torzijskemu vztrajnostnemu momentu
I, kakor smo ga izpeljali v razdelku 5.4777. Prispevek torzijskega
momenta k dopolnilnemu virtualnemu delu notranjih sil torej dolo¢imo

7 enacbo
l
M, oM,

5D (OM,) = |~ du. 0
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Ker sta tako notranji torzijski moment M, kakor tudi d M, konstantna
vzdolz nosilca, sledi

[
GI,

l
SD*(6M,) = % /da: = M,6M, . ()
v 0

V nasem primeru je M, = My in éM, = My in prispevek enako-
mernega torzijskega momenta k dopolnilnemu virtualnemu delu nosilca
lahko zapiSemo z enacbo

l

6D*(6M,) = MrdMr .
(0Mz) = 7 MroMr 0
7 oznako ar
kr = = 9)
vpeljemo tako imenovano torzijsko togost nosilca. Enacba () se s tem
glasi
_ Mp§ M
5D (oary) = MM 0
T

Ce za virtualno obtezbo izberemo enotski torzijski moment §Mp = 1,
iz enacbe () sledi

Aw, = —. 0

Pri reSevanju prakticnih nalog v mehaniki nosilcev je pogosto tako, da
poznamo torzijski zasuk v enem od krajis¢ nosilca. Ce, na primer,
poznamo zasuk w?, izracunamo zasuk v krajiscu j z enacbo

. . My
wl =w, + Aw, = w,, o ()
T
V primeru, da poznamo zasuk w?, pa velja
. . Mo
wi = wd — Ay = wi = 2L 0
T
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Prispevki linearno elastiénih vzmeti

V prakti¢nih konstrukterskih nalogah imamo veckrat opraviti s podajn-
imi podporami oziroma s podajnimi vezmi med posameznimi deli kon-
strukcije. Podajne podpore in vezi v racunskem modelu konstrukcije
obicajno predstavimo z vzmetmi. Rac¢unski modeli vzmeti so lahko lin-
earno ali nelinearno elasti¢ni, v posebnih primerih pa lahko vkljucujejo
tudi plasticne in viskozne lastnosti podpor in vezi. V naSem primeru
se omejimo na tri najbolj preproste, a tudi najpogosteje uporabljane
vrste linearno elasticnih vzmeti. To so: torzijska, osna ali linearna in
spiralna ali polzasta vzmet, za vse pa je znacilno, da so vplivi, s kater-
imi vzmeti delujejo na elemente konstrukcije, proporcionalni znac¢ilnim
deformacijam vzmeti.

Torzijska vzmet (Vr):

Gre za primer, da se vpliv podpore ali sosednih delov konstrukcije
prenaSa na krajisce linijskega nosilca kot torzijski moment (slika DVD-
T). Tedaj lahko torzijsko vzmet enakovredno nadomestimo z linijskim
elementom, ki ima enako torzijsko togost kakor vzmet. Za ta primer
smo dopolnilno virtualno delo, ki ga virtualna obtezba opravi pri de-
formiranju vzmeti, ze dolo¢ili v prejsnjem razdelku z enacbo ()

5D (Vi) = MM
kr

Pri tem je kpr konstanta torzijske vzmeti, ki jo dolo¢imo z enacbo ()

kot torzijsko togost veznega elementa, kakor smo pokazali v prejsSnjem

razdelku. Druga moznost je, da konstanto kr umerimo s poskusi ob

upostevanju enacbe ()

My
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Mr 4 Gl joMro g
l
B .
wl W%
(5MT 6MT
Slika 7?7

Osna ali linearna vzmet (V7,):

Osna vzmet je vsakdanjemu razumevanju pojma vzmeti najblizji model
podajne podpore ali vezi, pri katerem je sila, ki deluje v smeri osi
vzmeti, proporcionalna njenemu raztezku ali skrcku. Podobno kakor
torzijsko lahko tudi osno vzmet nadomestimo z linijskim elementom z
enakovredno osno togostjo (slika DVD-O). V takem nosilcu nastopa le
enakomerna osna sila N, = P. Gre torej za ¢isto osno obtezbo nosilca,
ki je povezana zgolj z vzdolznima pomikoma krajis¢ u; in u;. Nosilec

izrek o dopolnilnem virtualnem delu

od koder sledi

Za razliko vzdolznih pomikov vpeljemo oznako Au = u; —u; in dobimo
AudP = 6D*(Vy). ()
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P EAs j P g
@ N,=P
l
e
U4 U
oP 8
| @ | ON,=6P
Slika 777

V obravnavanem primeru vlada v nadomestnem nosilcu homogeno
napetostno in deformacijsko stanje

Ax 9 5:1:33 - EA;E mn UCE.% - Am Y

pripadajoci delez dopolnilnega virtualnega dela notranjih sil pa je

! !
dD*(Vy) = /Qw 00, AV —/ FA2 dA, dx = EA dx .
0

Vv A 0

0
Pri tem je N, osna sila, ki pripada virtualni obtezbi éP. Ker sta
dejanska in virtualna osna sila N, in 0N, konstantni vzdolz nosilca,
sledi l
_ N ON, l
dD*(Vy) = dr = —— NN, . ()

EA, EA,
0
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Izraz

by = 2 0

imenujemo konstanta osne ali linearne vzmeti. V naSem primeru je
N, = P in 6N, = P in prispevek osne vzmeti k dopolnilnemu virtu-
alnemu delu konstrukcije lahko zapisemo z enacbo

6D* (V) = Pkip. 9

Ce za virtualno obtezbo izberemo enotsko virtualno silo 6P = 1, iz
enacbe () sledi, da je skréek oziroma raztezek osne vzmeti propor-
cionalen delujoci sili P

P

AUZE, ()

kar je v skladu s splosnim razumevanjem vloge vzmeti v konstrukeiji.

Spiralna ali polzasta vzmet (Vg):

V prakti¢nih nalogah s podroc¢ja mehanike konstrukcij pogosto nale-
timo na problem, da konstrukcijska izvedba stika med posameznimi el-
ementi konstrukcije sicer zagotavlja enakost pomikov, v pogledu med-
sebojnih upogibnih zasukov pa stik ni povsem tog (primer: vijaceni
stiki jeklenih nosilcev, zebljani ali mozniceni stiki v lesenih konstrukci-
jah in podobno). V takih primerih lahko podajnost stika modeliramo
z uvedbo spiralne ali polzaste vzmeti. Pri linearno elasti¢nih stikih je
lastnost vzmeti podana s konstanto kg, ki povezuje spremembo up-
ogibnega zasuka z nastopajo¢im upogibnim momentom v stiku. Da
bi dolocili delez dopolnilnega virtualnega dela, ki ga prispeva linearno
elasticna spiralna vzmet, si oglejmo prostolezec¢ nosilec, sestavljen iz
dveh absolutno togih elementov, ki sta med seboj povezana s spiralno
vzmetjo (slika ??7). Ce se nosilec iz kakrénega koli razloga (na primer
zaradi delovanja navpicne sile P) premakne, deluje vzmet na oba ele-
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menta nosilca s statiénim momentom Mg.

. ks
F~o 2\ F oo T

Slika 777

Za oba absolutno toga dela nosilca velja, da so pripadajoce deformacije
€z enake ni¢, zato je celotno dopolnilno virtualno delo notranjih sil
prikazane konstrukcije zajeto zgolj v delezu spiralne vzmeti. Vzmet kot
vezni element je v skladu z zakonom akcije in reakcije obtezena z enako
velikima a nasprotno usmerjenima momentoma Mg. Vzmet obtezimo
z virtualnima momentoma d Mg in zapiSemo izrek o dopolnilnem virtu-
alnem delu

SW* = —wl 6Mg +w) §Mg = 6D*(Vs), 0

od koder sledi
(wyD - w?f) 5M5' = (5D*(V5) . ()
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Za razliko zasukov vpeljemo oznako Aw, = wlf? — wﬁ in dobimo

Awy 5M5' = (SD*(Vs) . ()

Spiralno vzmet si lahko predstavljamo kot torzijsko vzmet z zelo majhno
dolzino in s torzijsko togostjo kg, ki jo opazujemo v smeri njene vzdolzne
osi. Kakor smo ugotovili v razdelku o torzijski osi, je tedaj razlika

osi vzmeti. V nasem primeru je to moment Mg, tako da je

M

in enacba () preide v naslednjo obliko

= Ms oM,
0D (Vs) = =5 0

Za vse tri obravnavane modele vzmeti smo torej ugotovili podobne za-
konitosti: (i) sprememba znacilne kinematicne koli¢ine je sorazmerna
ustrezni nastopajoc¢i sili oziroma momentu, (ii) prispevek vzmeti k
dopolnilnemu virtualnemu delu notranjih sil je dolo¢en s produktom de-
janske in virtualne sile oziroma dejanskega in virtualnega nastopajocega
momenta, (iii) materialne in geometrijske lastnosti vzmeti so zajete v
togostnih koeficientih kr, ky, in kg, ki so pri linearno elasticnem mate-
rialu konstante.

Prispevek linearne spremembe temperature

V razdelku 77?7 smo izpeljali enacbe, s katerimi upostevamo vpliv spre-
membe temperature na pomike in notranje sile linijskega nosilca. Vzeli
smo, da se temperatura v poljubnem preénem prerezu o7, () spreminja
linearno v odvisnosti od prereznih koordinat y in 2

AT (z,y,2) = ATy (z) + y ATy (z) + 2z AT, (z) . ()
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Iz enacb (b) in (d) sledi, da lahko vzdolzno deformacijo e,, zapisemo
takole

Nm Mz My
Exx = (EAQC + OCTAT;E) -y (EIZ + OCTATy) +z (E—Iy + OéTATz) .

0

Vzdolzna normalna napetost do,,, ki pripada izbrani virtualni obtezbi,
je dolocena z enacbo (1.117)

SN, &M, &M,

1 VT I, 0

00y =

Neumann-Duhamelove enacbe () povedo, da sprememba temperature
vpliva le na normalne deformacije, v obravnavanem primeru torej le
na deformacijo €,,. Dopolnilno virtualno delo notranjih sil tedaj
izracunamo z enacbo ()

§D*(AT) = / Enp 0050 AV . 0
v

V to enacbo vstavimo izraza () in ()

_ N, M,
5D*(AT) :/ {(EA —|—ozTATx) —y (EI —}-ozTATy) +
v

M, ON. oM oM.
My ATZ z z Y
z(EIy+aT )} (Aa: Y i +z I, )dV,
0

diferencial prostornine izrazimo s produktom diferenciala plosc¢ine

precnega prereza in diferenciala dolzine (dV = dA,dx) in najprej
opravimo integriranje po preénem prerezu &.. UpoStevamo, da sta
osi y in z tezis¢ni in glavni vztrajnostni osi prereza o7,, zato so de-
viacijski in oba stati¢cna momenta prereza enaki ni¢. Po nekoliko daljsi,
vendar preprosti izpeljavi dobimo
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l
_ NN, MM, M.5M
§D*(AT) = 20 4 200y | D0 ) g
(A7) /( EA, | EI, | EL ) v
0

l
/ (ar AT,6N, — ar AT,6M, + ar AT.OM,) dz.  (55)
0

Kakor vidimo, je vpliv spremembe temperature zajet v drugem clenu
izraza za dopolnilno virtualno delo notranjih sil, medtem ko smo prvi
integral spoznali ze v razdelku xxx. Opazimo lahko, da igrajo ¢leni,
ki vsebujejo parametre AT,, AT,, AT,, podobno vlogo kakor notranje
sile N, M,, M., ki zajemajo vpliv dejanske mehanske zunanje obtezbe
nosilca. To je razumljivo, saj temperaturne spremembe predstavljajo
zgolj eno od moznih oblik zunanje obtezbe nosilca.

Linijska konstrukcija, sestavljena iz n linijskih elementov

V primeru, da je obravnavana linijska konstrukcija sestavljena iz vec
elementov, dolo¢imo celotno dopolnilno virtualno delo notranjih sil kot
vsoto prispevkov posameznih elementov.

Z/ N6N L MM, MM
I, pr, )™

l le
-~ N 5N N.ON, M,oM,

e=1 0

e

(ap AT,ONy — arp AT, 0M, + ar AT, 6M,) dz+

3

St~

e=1
"\ PP I~ MgioMs; <~ MrpdMry,
+y =y

Pri tem smo upostevali, da je v konstrukciji m linearnih, p spiralnih in
r torzijskih vzmeti.
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Zgled 5.6
Dokazi, da integral

R
o,

T

predstavlja torzijski vztrajnostni moment [,, kakor smo ga izpeljali v
razdelku 5.4777.

Ob upostevanju pravila za odvajanje produkta lahko integral J zapise-
mo kot razliko dveh integralov

_ (O (,20) ., 2 (,0° _/ Pp e
J_/lay(way)Jra'Z(goa'Z)] e g0(3y2+522 e
o,

” ) 0

Clen v oklepaju v drugem integralu je zaradi enacbe (5.179) enak —2,
prvi integral pa z Greenovim izrekom () prevedemo na krivuljni integral
po mejni Crti €, precnega prereza. Tako dobimo

J:j K_gog_f) dy + (gog—*;) dz} dx+2!¢dAm )

T x

0 0
J = /sodAﬁ]{so(—a—fdynL a—;jdz) : 9)

x x

oziroma

Pri (m + 1)—krat sovisnem prerezu postopamo enako, kakor smo to
naredili v razdelku 5.4777. Sklenjeno mejno krivuljo %, sestavimo iz
ve¢ delov, tako da z njo zajamemo celotno obmocje precnega prereza
<, (slika 5.11). Integrali vzdolz ravnih odsekov integracijske poti, s
katerimi pridemo z zunanje mejne krivulje na notranjo in nazaj, se
odstejejo, saj integriramo isto funkcijo enkrat v eni, drugi¢ pa v drugi
smeri. Preostane nam torej integriranje po zunanji mejni krivulji %,
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kjer ima napetostna funkcija konstantno vrednost ¢, ter po notranjih
mejnih krivuljah %,; (i = 1,2,...,m), kjer ima napetostna funkcija
konstantne vrednosti ¢,,;

J:Q/gpdAx—F]{goz 9%y %242 &
0z oy
.

i Oy dp
i —dy — —d . 4.
;go ]{ (62 Y 9y z) (4.666)

ni

Pri tem smo integralom, ki nastopajo v vsoti v tretjem ¢lenu, spremenili
predznak, ker gre za integriranje v sourni, torej “negativni” smeri. Za
napetostno funkcijo ¢, na zunanji mejni krivulji ¢, praviloma privza-
memo vrednost ¢, = 0, krivuljni integral v tretjem ¢lenu pa je zaradi
enacbe (5.18277) enak 2A4,,;. Tako dobimo

JZQ/QOdAx-‘rQZSOm‘Ania 0
o, =1

to pa je izraz, ki smo ga v razdelku 7?7 izpeljali kot torzijski vztraj-
nostni moment [, preénega prereza nosilca. S tem smo dokazali enakost

fl+ )

kar je zahtevala naSa naloga.

dA, =1, , ()
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